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Chapitre I1I - LES APPLICATIONS AFFINES

Les applications linéaires affines jouent le role des applications linéaires dans le
cadre affine.

1) Définitions, propriétés.

Définition : Si (X, )Z) et (Y, {?) sont deux espaces affines, les espaces vectoriels
associés étant sur le méme corps K, une application de X dans Y est dite linéaire affine
si et seulement si 1'image des barycentres de points de X est le barycentre des images
affectés des mémes coefficients.

On notera que la propriété d'associativité des barycentres permet d'affaiblir la définition,
I'image du barycentre de deux points est le barycentre des images.

A une application linéaire affine on associe une unique application linéaire appelée
application linéaire associée.

Proposition : Si f est une application linéaire affine de X dans Y alors il existe une
——

unique application linéaire f de X dans Y telle que six,y e X f(x_})/ )= f(x)f(y)

Soit a un point fixé de X, on considere I’application f de X dans Y , définie par , si X
est dans X, f(ax) = f(a)_%(x) .
*f est linaire. Si x et y sont dans X et a et 3 deux scalaires, il existe z dans X

tel que az = cax+ B a_})l . On utilise la relation de Chasles et on obtient
(1 -0 —PB)az+ axz+ Byz = 0, ainsi z = bary{(a, 1-0-B), (x, &), (v, B)} et f(z) =
bary{(f(a), 1-a-p), (f(x), o), (fiy), )} - B
Par conséquent, (1 - a - p)f(a)f(z)+ a f(x)f(z)+Pf(y)f(z) =0 et
f(az) = af(ax) +pf(ay).
*f vérifie la condition. Si x et y sont dans X, f(x_})/) = f(a}— arx ):f(x)_’)f(y) .
*f est unique, elle ne dépend pas du point a. En effet si f* vérifie la propriété,
£ (ax )=f(a) f(x) = f (ax).
Ainsi, si x et y sont dans X, on a f(x) = f(a) + f(a;) et par conséquent si deux

applications affines sont égales en a et ont méme application linéaire associée, elle sont
égales.
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Conséquences : Deux applications linéaires affines sont égales si et seulement si
elles coincident en un point et ont méme application linéaire associée.

Théoréeme : Soient (X, )2) et (Y, {?) deux espaces affines, les espaces vectoriels
associés étant sur le méme corps K, et f est une application de X dans Y . Si a est un
point de X, on note f 'application de X dans Y définie par :

—

Si x est dans X, alors fa(a;) =f(a)f(x).

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1) f est linéaire affine.
i1) Il existe a dans X tel que fj est linéaire.

iii) Si a est dans X alors fy est linéaire.

La démonstration de ce théoreme repose sur des raisonnements du méme type que ceux
de la proposition précédente. Il faut noter que le point iii) permet de vérifier qu’une
application est affine en montrant que 1’application f, est linéaire, ce qui est en général

plus facile.
Exemples :

1) L'application constante est une application linéaire affine d'application
linéaire associée l'application nulle.

2) Les translations. Si (X, )2) est un espace affine et si u est un vecteur, on
appelle translation de vecteur u, notée s l'application qui a m € X associe le point
m+u.

On montre facilement que l'application linéaire associée a une translation est

l'application identique et que réciproquement, si f affine est telle que f est l'application
identique alors f est une translation.

3) Les homothéties. Si ( X, )2) est un espace affine, si O est un point de X et k
un réel non nul, on appelle homothétie de centre O et de rapport k, notée H (O, k)

l'application qui a un point M de X associe le point H(M) défini par la relation :
—_—

OH(M) = kOM
On notera que O est un point fixe et H=k Id

4) Si X est un espace vectoriel considéré comme espace affine sur lui-méme, et

si f est une application affine , alors si x est dans X, on a f(x) = f(0) + f (Oﬁx) = f(0)+f

(x).
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Ainsi, dans ce cas une application affine de X est la somme d’une constante et d'une
application linéaire (noter que dans ce cas, si f est affine et si f (0) = O alors f est
linéaire).

Propriétés des applications linéaires affines :

Ces propriétés sont directement liées aux propriétés des applications linéaires.

1)Une application linéaire affine est injective si et seulement si son application linéaire
associée l'est.

2)Une application linéaire affine est surjective si et seulement si son application linéaire
associée l'est.

3) Une application linéaire affine est bijective si et seulement si son application linéaire
associée l'est.

Dans ce cas on dit que l'application est un isomorphisme d'espaces affines et
l'application linéaire associée est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

4) Sif: X — Y est linéaire affine, Imf est une VLA de direction Imf etsiV est une
VLA de Y, f‘l(V) est soit vide soit une VLA de X de direction f-l(\7 ).
On notera que si b est un point de Imf, f-1(b) est une VLA de direction Ker f .

5)Une application affine conserve le parallélisme. L'image de deux VLA paralleles sont
paralleles, 'image de deux VLA faiblement paralleles sont faiblement paralleles.

6) Points fixes. Si f : X —X est linéaire affine, on appelle point fixe de X , un point O
de X tel que f(O) =O.

Dans ce cas, pour x dans X on a, f(x) =0 + f(Ox) et si on vectorialise X au point O, f
est une application linéaire. Les applications affines ayant un point fixe se comportent
comme des applications linéaires, ainsi 1'étude des applications linéaires ayant un point

fixe se ramene a 1'étude des applications linéaires dans X .

7) Formes affines : Une forme affine est une application affine de X espace affine dans

le corps de référence K de X ( K est considéré comme espace affine sur lui-méme, donc
de dimension 1).

Si f est une forme affine, alors f est une forme linéaire et si f est non

identiquement nulle , son noyau est un hyperplan vectoriel deX .
Par conséquent si la forme affine n'est pas constante, elle est surjective et son

noyau f-1(0) est un hyperplan affine de X.

8) Composition d'applications affines : La composée de deux applications affines est
une application affine :
Sif: X —=Yetsig:Y — Zsont deux applications affines, alors g o f est affine et

ng:éoF.
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Si f est affine et bijective , on montre que la bijection réciproque f! est aussi affine et
que "= (F)'l.

9) Caractérisation avec un repere. Si (a,, a,,..., a,) est un repére affine de X et si ( b,,
b,,..., b, ) est une famille de n+1 points de Y, alors il existe une unique application
affine f de X dans Y telle que pour i=0,1,...,n ona f(aj) =b;j.

De plus f est injective ( resp. surjective ) si et seulement si la famille (bo, by...., b,) est
une famille affinement libre (resp. génératrice).

Ainsi si (by, by,..., b,) est un repere affine, f est un isomorphisme d'espaces affines.
2) Représentation analytique.

On peut représenter les applications affines sous forme de matrice dans les reperes
affines ou dans les reperes cartésiens.

a) Reperes affines.

Si (X, )2) et (Y, {?) sont deux espaces affines , si R= (a,, a,,..., a,) est un repere affine
de X, si R'={ b,,b,,..., b, }est un repere affine de Y et si f est une application affine de X
dans Y, on appelle matrice représentant f dans les reperes R et R' , la matrice ayant n+1
lignes et m+1 colonnes, notée MR r(f) définie par :

Pour i=1, .. ,n+l etj=1, .., m+l [Mg r({)] i,j est la i-éme coordonnée
barycentrique du point f(aj) dans le repere R'(la somme des coordonnées est 1).

f(ap) fa) ... f(a,)

~\

coordonnées barycentriques de f(a,) dans R '

Si m est un point de X représenté par la matrice unicolonne Mr(m) dans le repere R,
I'image de m par f, dans le repere R' est la matrice Mg’ r(f)MRr(m.).
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Sif: X —=Yetsig:Y — Zsont deux applications affines et si R est un repere affine
de X, si R' est un repere affine de Y, si R"est un repere affine de Z, on obtient la relation

MRt R(gof)=Mgr"Rr'(g) Mr'r()

On notera que MR’ r(Id)= MRr'(R).
b) Repéres cartésiens

Si (X, )2) et (Y, ?) sont deux espaces affines , si R = (O, €,,¢,,....., €, ) est un repere
cartésien de X, si R'=(0’, €,,¢',,....., €, ) est un repere cartésien de Y et si f est une
application affine de X dans Y, on appelle matrice représentant f dans les reperes R et R',
la matrice ayant n+1 lignes et m+1 colonnes, notée MRr' R(f) définie par :

ORICH . f@,)
o [1][000.. . 0 I
e,
My (D) = M (f)
Matrice représentant ?sur les
> b )
g N ases e et e.

Matrice représentant f(O) sur le repere R’

Si m est un point de X représenté par la matrice unicolonne Mr(m) dans le repere R,
I'image de m par f, dans le repere R' est la matrice Mr' r(F)MRr(m.)

Sif: X —=Yetsig:Y — Z sont deux applications affines et si R est un repere affine
de X, si R' est un repere affine de Y, si R" est un repere affine de Z, on obtient la
relation :

MRr'Rr(g o f)=Mgr"Rr' (g) Mg r(f)

¢) Changement de reperes.

Si f: X — X est une application affine et si Id : X — X est I’application identique et si
R et R' sont deux repere cartésiens de X, on peut appliquer le résultat précédent. On
obtient alors une formule de changement de repéeres cartésiens :

MR: R¢ (1d o fo Id) = MR- R (Id) MR, r(f) Mg, g’ (Id)
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D’autre part, si R et R' sont deux repere affines de X, on obtient une formule de
changement de reperes affines :

MR- R (Id e fo Id) = MR*, R (Id) MR, Rr(f) MR r* (Id)

et de facon analogue, une matrice de cgangement de reperes affines cartésiens.

Mg, r(f)=MRr (R) Mg r(f) MR (R)

Exemple: E2 est le plan affine et A, B C trois points non alignés. Ils constituent un
repere affine R de E. Si A' est le milieu de BC, B' le milieu de AC et C' le milieu
de AB alors , on considere ’application affine f qui transforme A en A’, B en B’
etCenC’etona:

[0
|

S wil=
— ]

MRg(f) = Mr(A'B'C)=

() =
N N
—

1
2
L
2

Si R est le repere cartésien (A, A—iB, A_)C) alors :

—
)

[ 0]
| 0l
Lo 4

Ce qui correspond a un changement de repere affine cartésien. Le déterminant de cette
matrice étant non nul, f est une bijection affine et si G est l'isobarycentre de A'B'C' ,
alors MR (G) =M (R)MgR ' (G) = {{1/3 1/3 1/3 ] et G est aussi l'isobarycentre de
ABC. G est un point fixe de f. f est une homothétie de centre G et de rapport -1/2 .

On notera que f transforme 1‘orthocentre H ( intersection des hauteurs) de ABC en le
centre du cercle circonscrit O ( intersection des médiatrices ) du triangle ABC.

Ainsi on obtient la relation d’Euler, O, H et G sont alignés et G_)H =-2 O_)G.

Mr(f) = Mg g (Id) Mgr(f) Mg, r (Id) =

[SY NS
)
=
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3) Principales applications affines

1) Les translations

Si (X, X ) est un espace affine et R = (O, €,,¢€,,.....,€, ) est un repere cartésien de X,
la translation de vecteur u, t; est représentée par la matrice ci-dessous :
(10 ... 00]
Coordonnées de 1
I’image de O 1 0

N
\0\

2)Les homothéties.
Si (X, 5() est un espace affine , si R = (O, €,,¢,,....., €, ) est un repere cartésien de X,
si O' est un point de X et k un réel non nul, I'homothétie H (O’, k) est représentée par
la matrice ci-dessous :

00

=

Coordonnées

?‘_?M\ko
\
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On montre que le produit de deux homothéties de méme centre est une homothétie de
méme centre et de rapport le produit des rapports. (faire le produit des matrices)
On montre de méme que le produit de deux homothéties de centre différents est :

- Soit une homothétie de centre un barycentre des centres et de rapport le
produit des rapports.

- Soit une translation lorsque le produit des rapports est 1.

3) Les projections.

Le cadre est le suivant : Si (X, X) est un espace affine , V est une VLA de X et Y un

sous espace supplémentaire de V dans X, on appelle projection sur V parallelement a
—

Y, l'application qui a un point m de X associe le point P(m) de V tel que mP(m) est
dans Y .

On notera que d'apres le théoréme d'incidence, P(m) est 1'unique point de 1’intersection
VN (m+Y).

=1

P(m)

Les points fixes de P sont les points de V et P estla projection sur \Y% parallelement a
Y.

P est diagonalisable et ses valeurs propres sont 1 et 0.

On a la caractérisation suivante :

Théoréme : Si P est une application de X affine dans X, , alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

1) Po P =P et P est affine
i1) P est linéaire , PoP= Pet P a un point fixe.
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ii1) P est une projection sur une VLA V parallelement a un sous espace
supplémentaire de V dans X.

La démonstration de ce théoréme est simple, noter que si x est un point alors P(x) est un
point fixe.

D’autre part, P étant un projecteur, Pest la projection vectorielle sur son image
parallelement au noyau et par conséquent, P est une projection sur la VLA passant par

P(x) et de direction ImP parallelement a KerP

4) Les symétries

Le cadre est identique au cas précédent . Si (X X ) est un espace affine , V est une VLA
de X et Y un sous espace supplémentaire de V dans X, on appelle symétrie autour de

V dans la direction Y ( ou parallelement a) , I'application qui a un point m de X associe
-

le point S(m) tel que le milieu de m et S(m) est dans V et le vecteur mS(m) est dans Y

On notera que P(m) est le milieu de m S(m).

=<

S(m)

Les points fixes de S sont les points de V et S est la symétrie vectorielle autour de \Y%
parallelementa Y .

On a la caractérisation suivante :

Théoréme : Si S est une application de X dans X, , alors les propositions suivantes sont
équivalentes :
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1) So S =1IdetS est affine

i1) S est linéaire, SoS=IdetSaun point fixe.

ii1) S est une symétrie autour d'une VLA V parallelement a un sous
espace supplémentaire deV dans X .

La démonstration de ce théoreme est simple, noter que si x est un point alors le milieu
m de x et S(x) est un point fixe.

D’autre part, S étant une symétrie, S est la symétrie vectorielle autour de son sous
espace propre associé a la valeur propre 1 et parallelement sous espace propre associé a
la valeur propre -1 .

Ainsi, S est une symétrie sur la VLA passant par m et de direction Ker(§ - Id)
parallelement a Ker(S +1d).

5) Les affinités

Le cadre est identique aux cas précédents . Si (X, )2) est un espace affine , V est une
VLA de X et Y un sous espace supplémentaire de V dans X, on appelle affinité de

base V dans la direction Y ( ou parallelement a) et de rapport k, I'application qui a un

point m de X associe le point A(m) tel que le vecteur mA (m) est dans Y. et,

— —

P(m)A(m) = k P(m)m

P(m) désigne est la projection de m sur V parallelement a Y.

A(m)

=< |

P(m),

S(m)

Les points fixes de A sont les points de V et A est une affinité vectorielle de base V
parallelement a Y.

On notera que si k =0, A est la projection P, sik =-1 A estlasymétrieSetsik=1A
est I’application identique 1d.
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SiR=(0, ¢€,,e,,.....,e, ) est un repere cartésien de X, si les | premiers vecteurs de la
base e constituent une base de V et les autres une base de Y, la matrice représentant
l'affinité de base V dans la direction Y dans le repere est de la forme ci-dessous :

10 . 00
1

Coordonnées de
I’image de O dans R

4) Formes affines et hyperplans affines

Si H est un hyperplan affine de X, alors I’ensemble des formes affines de noyau H est
une droite vectorielle de I’espace vectoriel des formes affines.

Autrement dit, si H est un hyperplan affine, il existe une forme affine non constante f
telle que ' (0) = H et les formes affines vérifiant cette propriété sont colinéaires.

Ainsi f(m) = 0 est ’équation de I’hyperplan affine H et toutes les équations de H sont
proportionnelles.

Hyperplans paralleles.

Si H, et H, sont deux hyperplans paralleles d’équation f; (m) =0 et f, (m) =0 alors on a
I’alternative :

- soit H, = H, et il existe oo non nul tel que f, = a f,

- soit H, # H, les hyperplans sont alors disjoints et il existe a non nul
tel que f, - a f, est une constante non nulle.

Faisceaux linéaires d’hyperplans affines.

Si H, et H, sont deux hyperplans d’équation f; (m) =0 et f, (m) =0 , on appelle faisceau
linéaire  d’hyperplans affines 1’ensemble des hyperplans affines d’équation une
combinaison linéaire des équations f, et f, .

On a ’alternative :

- H, et H, sont paralleles, le faisceau est I’ensemble des hyperplans paralleles a
H, et H,.

- H, et H, ne sont pas paralleles, le faisceau est ’ensemble des hyperplans
contenant la VLA H, N H,.
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5) Quelques résultats de géométrie, Théoreémes de Thales, Ménélaiis,
Céva.

*LE THEOREME DE THALES

Thales de Milet est un mathématicien grec du 6 éme siecle avant J.C.

Théoreme: ( X, X ) est un espace affine de dimension n , H,, H, et H; trois hyperplans

affines paralleles et distincts de direction H.

On considere deux droites D et D' non paralleles aux hyperplans. La droite D (resp. D')
coupe H, en A,;,H,en A, et Hyen A; (resp.D' coupe H, en A',,H,en A', et H;en A';
).

Alors, les points A, A, et A, (resp. A’,, A’, et A'; )sont distincts et
p 1> ; P 1 2 ;

>
>

o

IA = IAZ
AA; AA,

Les points A,, A, et A, (resp. A’,, ,» et A';) sont distincts est une conséquence directe
du théoreme d'incidence et du fait que les hyperplans sont disjoints.

Soit IT la projection sur la droite D' parallelement a la direction H alors, II(A) = A'| car

c'est I'unique point passant par D' et par I'hyperplan contenant A] de direction H (de
méme nous avons [I(A)) = A' et II(A)) =A").

AR, - - AA, - -
L2 AA, ef, A A, =—=—2A A,=TI(AA,)
A A, A A,

et le résultat.
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/ (D) (D' )\

*LE THEOREME DE MENELAUS

Meénélaiis d'Alexandrie est un mathématicien et astronome grec du premier siecle.

Théoreme: ( X, X ) est un espace affine A, B et C trois points non alignés de X. On
considere trois points A’, B' et C' différents de A, B ,C tels que A' est sur la droite (BC),
B' est sur la droite (AC) et C' est sur la droite (BA) Alors :

A'B B'
A !

(@)

C !

>

A',B'et C' sont alignés si et seulement si =+1

!

@)
=
>
@)
=
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Les points A, B, C sont non alignés, ils constituent un repere affine R du plan affine

engendré par ces points.
[ 0O 1I-b ¢ ]

La matrice MR(AB'C) = | a 0 1-c]| et son déterminant est égal a acb+(1-
liI—a b 0 |

a)(1-b)(1-c).

Ce déterminant est nul si et seulement si les points sont alignés.

D'autre part,on a :

A8 1-a)/ BC _ 1-b) /b S 1-c)/
A.——'('a)a ﬂ__(_) CB = -(l-c)/c
ce qui démontre le théoréme.
*LE THEOREME DE CEVA

Jean de Céva est un mathématicien italien du 17 éme siecle.

Théoréeme: Soient ( X, X ) un espace affine, A, B et C trois points non alignés de X.
On considere trois points A', B' et C' différents de A, B, C tels que A' est sur la droite
(BC), B' est sur la droite (AC) et C' est sur la droite (BA) Alors :
Les droites (AA'), (BB') et (CC') sont paralleles ou concourantes si et seulement si :
A'B B'C C'A
A'C B'ACB

w
>

Les points A, B, C sont non alignés, ils constituent un repere affine R du plan affine
engendré par ces points.

[ 0O 1I-b ¢ ]
La matrice MR(AB'C) = | a 0 1l-cf
liI—a b 0 |
avec
A'B B'C C'A
ﬁ: - (1-a)/a ﬁ =-(1-b) /b C'__B = -(1-¢c)/c

Ainsi BB = — AB+ bAC ; AA' = aAB+ (1-a)AC et,CC = (I - ¢) AB= AC
On distingue deux cas :

1) La droite (AA') est parallele a la droite (BB').
Alors, ab = a-1 et la condition est équivalente a b(c-1) +1 =0 soit (BB') parallele a (CC')

Géométrie affine Chapitre 111



61

2) Sinon ab # a-1.

Un point M tel que AM = xAB+y AC est sur les trois droites si et seulement si x ety
sont solutions du systeme :

(I-a)x—-ay =0
bx+y=b
-x-(l-¢c)y=c-1

Le rang du systtme est 2, il y aura une solution unique si et seulement si le
déterminant ci-dessous est nul.

On développe ce déterminant et on trouve la condition.

! Cl
A B
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Exercices du chapitre III

Exercice 1

Soient (E,E) un espace affine et f une application affine de E dans E. On note F
I’ensemble des points fixes de F. (c’est a dire F={M €E / {(M)=M})

1)Montrer que F est soit vide soit une VLA de E dont on précisera la direction.

2)Soit ® I’application de E dans E , qui a un point M associe le vecteur Mf_()M).
Montrer que @ est une application affine et donner 1’application linéaire associée.
Retrouver les résultats de 1).

Exercice 2

Soit (E,E) un espace affine de dimension 1, un plan affine. Soient A, B, C trois points
non alignés du plan et trois scalaires o, B,y tels que a+p+y+ 1 # 0. On appelle f
I’application qui a un point M de E associe bary{(A, o), (B, p), (C,y),(M, 1)}.

a) Montrer que f est affine et que f est une translation ou une homothétie.
b) Ecrire la matrice représentant f dans le repere affine A, B, C et en déduire
que f est une translation ou une homothétie.

Exercice 3

Soient A, B, C trois points non alignés d'un espace affine, soient A', B',C' trois points
distincts de A, B, C tels que A'est sur la droite (BC), B’ sur (CA)et C’ sur (AB) .

A) Autre démonstration du théoreme de Ménélaiis. On définit les homothéties hy, hp,

h3, par:
AB B'C
h1 de centre A' de rapport NGk h2 de centre B' de rapport A h3 de centre C'
C'A
de rapport o

DCalculer h (C),h (A), h;'(A).
2)On suppose que A', B', C' sont alignés. Montrer que h,oh, = h;l , en déduire
que

A'B  B'C C'A
NG DNl A
3)On suppose que (*) est vérifi€. Montrer que h3 o hy o hy est l'identité. En
déduire que A', B',C' sont alignés.

B) On note A",B",C" les milieux respectifsde Aet A',BetB'etde CetC'.
En utilisant les coordonnées barycentriques de A', B', C', A", B", C" dans le

repere A, B, C,
montrer que A',B',C' sont alignés si et seulement si A", B", C" sont alignés.

Exercice 4
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Soit X un espace affine de dimension 3 et R :(O,} ,3,12) un repere cartésien de X .
Soit f l'application affine de X dans X qui a un point M (X,y, z) associe le point M'
(x',y',z") définie par les relations :

X'=y+z-1
y=x+z-1
Z=x+y-1

1)Vérifier que f est une bijectionde X dans X .
Montrer que f admet un unique point fixe que I'on note I . Déterminer les valeurs

propres et les sous-espaces propres de .

2)Déterminer les droites globalement invariantes par f (c'est a dire D telle que f(D)

o

D) . Vérifier que toutes ces droites passent par I et sont incluses dans un plan
préciser.

3)Soit P un plan d'équation ax + By +yz+38=0.

Déterminer une équation du plan 1(P) .

En déduire les plans globalement invariants par f . Vérifier que tous ces plans
x-y=0

contiennent le point I et la droite A d'équation : { 0
y-z=

Exercice 5

Soit (E,E) un espace affine.
1) Montrer que toute application affine f telle que fo f={ est une projection sur une
VLA a préciser parallelement a une direction a préciser.

2) Montrer que toute application affine f involutive (fo f=1d) est une symétrie
autour d’'une VLA a préciser parallelement a une direction a préciser.

Exercice 6
Soit X un espace affine de dimension 3 et R =(O,1,j,k) un repere cartésien de X .
Soit f Il'application affine de X dans X quia M (x,y, z) associe M' (x',Yy',z)
vérifiant les relations :
[x' =-4x-2y+z-17
y = x-y-z-1
7 =-3x-6y-9
1) Vérifier que f est une bijection de X dans X . Déterminer les valeurs
propres et les sous-espaces propres de f.
2) Montrer que f admet une droite de points fixes que 1'on note A.

3) Donner une définition géométrique de f.
4) Que représente ' ?

Exercice 7
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Soit X un espace affine de dimension 3 et R= (0,1,],12) un repere cartésien de
X . On considere les droites D’ et D” définies par leur équations paramétriques:

x=3+t X =2+2u
D’ 1y =9-4t D’!y=4+u
z=t Z=1

1) Montrer que la VLA engendrée par les droites D’ et D” est un plan P dont on donnera
une équation cartésienne.

2)Donner la matrice de projection sur P parallelement a la droite vectorielle engendrée
par le vecteur u =i+ ] +Kk dans le repere R.

3)Donner la matrice de symetrle autour de P parallelement a la droite vectorielle
engendrée par le vecteur u =i+ j + k dans le repere R.

Exercice 8

Soient E un plan affine et A, B, C trois pomts non alignés du plan.

On définit le point C' par le relation : CC' = AB.
Soit f l'application affine de E dans E définie par :
f(A)=A, fB)=B, f(C)=C

I)Montrer que f est bijective. Déterminer ses points invariants.

2)Montrer que pour tout point M de E, le vecteur MM' a une direction fixe.
Déterminer les droites globalement invariantes par f .

3) Soit u EEet ts la translation de vecteur u.
Montrer que tg° f est une application affine ; comparer les parties linéaires de t5° f
et de f. Déterminer l'ensemble des points invariants de t5° f (on discutera en fonction

de u.).

4) a)Soit G l'isobarycentre du triangle ABC. Construire f(G).
b) Soit M un point quelconque du plan. Construire f(M).

Exercice 9

Soit (E,E) un espace affine de dimension 2, un plan affine. Soit D une droite du plan
affine.

Définition : On appelle transvection affine de base D toute application affine g: E
—E telle que, tout point de la droite D est invariant par g et pour tout point M de E ,

Mg_()M)appartient aD.
1) Si D' est une droite de E telle que D' #D , on note o, la symétrie affine autour de

D' parallelement a D.
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a) Soient deux droites Dl, D2 telles que D, Dl, D2 soient distinctes et

concourantes.
Montrer que h = 0, 0}, est une transvection affine de base D .

b) Soit g une transvection de base D.
Montrer qu'il existe deux droites D1 et D2 de directions différentes de D , telles que
g = Op, °Op, .
2) Soit g une application affine. Montrer que g est une transvection affine de base D
si et seulement si :

1) il existe I dans D tel que g(I) =1.

ii) il existe ¢ dans D, il existe ¢ forme linéaire de noyau D tels que

sitiest B, g(t) =1 +@(0)c

Lorsque ¢ #0,ondit que g est une transvection vectorielle de droite D.
Lorsque ¢ =0 g =1d.
3) On considere une application affine g pour laquelle la propriété ii) est vérifiée.
Montrer a l'aide d'un exemple que g n'est pas nécessairement une transvection affine.
4)Soient g etg deux transvections affines, différentes de Id, de bases respectives

D1 et Dz, alors ona:
si U est dansE, g.(w)=u+q,(uc ; i=12.
Vérifierque ¢;#0 et c,#0.
a) On suppose D, #D,,(Cy, C,) estalors une base de E.
Ecrire les matrices M et M, associées respectivement a g eta g, dans cette base.

Montrer que M et M_ sont semblables. En déduire qu'il existe un automorphisme v

de E tel que :

b)Etudier le cas D L= D Y
1

¢)Montrer qu'il existe un automorphisme v de E tel que : g = vV o g ov.

Exercice 10 - Probleme de construction dans le plan affine.

Soient D et D’ deux droites sécantes en un point O .

Soit A un point du plan qui n'appartientnia D nia D’. On se propose de tracer par
différentes méthodes la droite (OA)... lorsque le point O est extérieur a la feuille de
papier.

1)Soit S la symétrie de centre A, construire les images de D et D’ par S. Conclure.

2)Soient B, B' 2 pointsde D, C, C' 2 points de D’ tels que (BC) // (B'C'). Montrer

qu'il existe une homothétie qui transforme B en B' et C en C'. Construire l'image de
A par cette homothétie. Conclure.

3)En se plagant dans le plan affine euclidien : soient K (resp. L) la projection
orthogonale de A sur D (resp. D’). On construit B intersection de (AK) avec D’ et

C intersection de (AL) avec D. Conclure.
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Solutions des exercices du chapitre III

Exercice 1

1)On suppose F non vide. Si on choisit deux points M et M’ dans F et un scalaire a , on
note G =bary{ (M, a), (M’, (1-a)}. Puisque f est affine, {f(G)= bary{ (f{(M), a), (f(M’),
(1-a)}=bary{ (M, a), (M’, (1- a)} G. Ainsi, F est une VLA.

Si M et M’ sont dans F, alors MM‘ f(M)f(M )= f(MM‘) et MM‘ EKer(f Id).

Réciproquement, si M est dans F et si u €EKer (f —Id) alors il existe un point M’ tel que
MM = U par conséquent, f(M—l)\/[‘ )= MTV[‘ = Mf(M‘ ) et f(M’) = M’et est dans F.
Ainsi, F = Ker(f - 1d).

2)On fixe un point A de E et on considere 1’application g de E dans E , définie par la
relation :

M étant un point de E, g(AM) = d(A)D(M) = ME(M)— Af (A) = £(A)f(M)= AM .
g=1-Id est linéaire et par conséquent ® est affine et g est son application linéaire
associée.

L’égalité ®(M)=0 exprlme le fait que M est un point fixe de f. Ainsi, F=®™" (0) est une

VLA et sa direction est F = Ker(f Id).

Exercice 2

a) On fixe un point M de E et on considere ’application g de E dans E ,
définie par la  relation : N  étant un point de E,

g(MN) f(M)f(N) = f(M)M+ MN+ Mf(N) Ainsi,
g(MN) 0AM +[3BM +yCM +MN+ aNA +|3NB+ yNC (a+P+y - I)NM
etg=—-(a+pP+y-DId
Par conséquent, g est linéaire et f est affine d’application linéaire associée g.
On distingue deux cas :
1) Si oa+p+y= 0, alors f est une translation de vecteur
Af(A)= BAB+yAC .
2) Si a+p+y # 0, alors f est une homothétie de rapport 1-a-B-y. Si on note
G = bary{(A, @), (B, B), (C, 7)} alors Gf(G) = aGA+pGB+yGC=0 et G est le
centre de cette homothétie.
b) On note R le repere affine (A, B, C) et R le repere cartésien associé,

(A, AB, AC).

. [1+a o o ] . [I+oa+B+y 0 O]
MR(f)=m| B 1+p B | ;MR(f)=m| B 1 0]
| 1+v] il 0 1]

On retrouve alors les résultats précédents.
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Exercice 3

A) 1) Nous avons :
- AB -, -
A'h,(C) == AC=A"Bdonch (C)=B
A'C
-  BC - -
B'h,(A)==—=B A=B'Cdonch,(A)=C
BA
LB A -CBdonc hi'(A) =B
CA )
Ainsi, h,oh,(A)=B =h;'(A)et hyoh,oh,(A) = A.
2) On sait que le produit d’homothéties est une translation ou une homothétie de
centre un barycentre des centres. On suppose que h,oh, oh, n’est pas ’application

identique. Alors on a I’alternative :
* hyoh, oh, est une translation , ce qui est impossible puisque A est un point

C'h3'(A) =

fixe.

* hyoh, oh, est une homothétie , son centre est sur la droite (A’B’C’) donc A,
B, et C sont alignés ce qui est contraire a I’hypothese.
Ainsi, h;oh, oh, est I’application identique et le produit des rapports d’homothéties
est 1.

3) Réciproquement, si la relation est vérifiée, le produit des rapports
d’homothéties est 1 et , h,oh, oh, est I’application identique donc , h;' =h,oh, et
C’ est barycentre de A’ et B’. Ainsi A’, B’ et C’ sont alignés.

B) On note R le repere affine (A, B, C), on obtient :

[0 B 1-v]
MR(A’B’C’):|1—0L 0 Y | avec a, B,y &{0,1} etaussi,
[ o 1-p 0 |
N
Mg(A"B"C"==|1-a 1 v |
2
o 1-p 1]

Le déterminant de ces matrices est afy+(1-a)(1-p)(1-y) et 1/4(apy+(1-a)(1-B)(1-y)) ce
qui donne la propriété.

Exercice 4
[1 0 0 0]
-1 0 1 1|

1)La matrice représentant f dans le repere est My(f) = -1 1 0 1| son déterminant
-1 1 1 o

est deux donc f est une bijection.
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x=y+z-1
Pour rechercher les points fixes, on résout le systtme {y =x +z —1 le systeme est de
TZ =x+y-1
Cramer il admet une solution évidente, le point I de coordonnées (1, 1, 1).
La matrice représentant f admet deux valeurs propres, -1 double et 2 simple. Le sous
espace propre E 4 associé a la valeur propre -1 est engendré par les vecteurs de

coordonnées (1, -1 0) et (1,0, -1), le sous espace propre E , associé a la valeur propre 2
est engendré par le vecteur de coordonnées (1, 1, 1).

2)Si D est une droite de vecteur directeur U passant par un pomt A(a, b, c) globalement
invariante, alors si m et n sont dans D, f(m) et f(n) aussi et f (m)f (n)= f (mn) .

Ainsi U est vecteur propre de f.
On distingue deux cas :

a) U est dans E ,. On cherche a, b, ¢ tels que :

[b+c-1-a 1]
rangde|a+c—1—b 1|est 1
la+b-1-¢ 1]

On trouve a = b = ¢ , équation de la droite passant par I et de vecteur directeur de
coordonnées (1, 1, 1). Ainsi la direction de la droite est E ,.

b) U est dans E . On cherche a, b, c tels que :
[b+c-1-a 1 1]

rangde |[a+c-1-b -1 0 |est 2
la+b—1—c 0 —IJ
On trouve a+b+c-3 = 0 , équation d’un plan passant par I et de vecteur directeur de
coordonnées (1,-10)et (1,0, -1). Ainsi la direction du plan est E -

3)P est le plan d’équation ax + By + yz + & = 0 .Comme f est bijective, f'(P) est un
plan. Si M(X, Y, Z) est un point de f'(P), f(M) est dans P et o(Y+Z-1) + B(X+Z-1) +
Y(X+Y-1) + & = 0 et ainsi (B+y)x+(a+y)y+(a+p)z = a+p+y-d est une équation de ' (P).
Si P est globalement invariant, les équations de P et f'(P) sont proportionnelles. Ainsi,
rang de [ @ b v 0 ]

[ B+y a+y a+f -oa-Pf-y+90 J
On obtient les conditions: (a-B)(a+P+y)=0 et (o-y)(a+p+y)=0 et (B-y)(a+P+y)=0 et y(-
o-p-y+0)= 8 (a+p) . Ainsi on a I’alternative, soit a+p+y =0 et 6=0 soit a=P=y et 6=-
3a.

Dans le premier cas, on obtient les plans d’équations ax+fy-(o+f)z=0 =ou(x-y)+p(y-z).

-1

C’est I’ensemble des plans contenant la droite A et le point I.
Dans le second cas, on obtient le plan x+y+z =3 .
En conclusion, A est la droite passant par I et de direction E , et si P est le plan passant

par I et de direction E . Les droites globalements invariantes par f sont la droite A et
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les droites du plan P passant par I . Les plans globalement invariants sont le plan P et les

plans passant par A.

Exercice 5
1) Si M, est un point de E, f(f(M,)) = f(M,) et par conséquent f(M,) est un point fixe.

D’autre part, puisque fof=f I’application linéaire associée a f est un projecteur

(vectoriel) sur Im f parallelement a Ker f .
_—

Si M est un point de E, f(Mf_()M))=f(M)f(M)=Oet Mf—()M) EKerf d’une part et

d’autre part, f(M,)f(M) = f (M, M) EIm f et f(M) Ef(M,) + Imf .
Ainsi, f est la projection sur la VLA , f(M,) + Im f parallelement a Kerf .

2) Si M, est un pomt de E, le milieu N, de M, et de f(M,) est un point fixe de f. Puisque
fof = Id, alors Ker(f Id)® Ker(f +1d) = E et f est une symétrie vectorielle autour
de Ker( f -Id) parallelement a Ker( f +1d).

Si M est un point de E, ?(Mf_()M)) =f(M)M et Mf_()M) EKer(? +1d)d’une part et
d’autre part, si N est le milieu de M et f(M), alors on a :

f(N,N) = N,N EKer(f —1d) et N €N, + Ker(f - Id) .
Ainsi, f est une symétrie autour de la VLA , N+ Ker( f—Id) parallelement a Ker( f+Id).

Exercice 6

[L 0 0 0]
‘ |-7 -4 -2 1|
I)La matrice représentant f dans le repere est Mg(f) o1 1 1 -1] -

-9 3 % o]

déterminant est 9 donc f est une bijection.
La matrice représentant f admet deux valeurs propres, -3 double et 1 simple. Le sous
espace propre E  associ€ a la valeur propre -3 est engendré par les vecteurs de

coordonnées (1,0, 1) et (0, 1, 2), le sous espace propre E | associé a la valeur propre 1
est engendré par le vecteur de coordonnées (1, -1, 3).
[X= 4x-2y+z-17
2)Pour rechercher les points fixes, on résout le systtme {y = x-y-z-1 le
z = -3x-6y-9
systeme est de rang 2, il admet une solution évidente, le point I de coordonnées (-1, -1,
0).
L’ensemble des solutions est la droite passant par I et de direction E .

3) La matrice représentant f sur le repere composé du point I et de la base de vecteurs
propres, est diagonale, par conséquent, f est une affinité de rapport -3, de base la VLA

passant par I et de direction E | parallelement au sous espace E ;.
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4) La bijection réciproque est une affinité de rapport -1/3, de base la VLA passant par I
et de direction E | parallelement au sous espace E .

Exercice 7

1) Les droites D’ et D* se coupent en un point I de coordonnées (4, 5, 1) dans le repere
R, elles définissent donc un plan P dont les vecteurs directeurs sont les vecteurs
directeurs des droites. En éliminant les parameétres, on obtient une équation du plan :
5x-y-9z-6=0.

2) Si f est la projection sur P, M un point de E de coordonnées (x, y, z), f{(M)=M’
coordonnées (x’,y’, z’), alors :
Comme Mf(M) est colinéaire a u, il existe un scalaire a tel que x’-x =a,y’-y=aetz’-z
=a. f{(M)=M’ est dans le plan P et 5(a+x)-(a+y)-9(a+z)-6=0.
Ainsi, a = 1/5(5x-y-9z-6) ; x* = 1/5(10x-y-9z-6); y’ = 1/5(5x+4y-9z-6); z’ = 1/5(5x-y-
4z-6). La matrice de la projection sur P parallelement a la droite vectorielle de direction
d=i+ ] +Kk dans le repere R est donc :
[5 0 0 0]

-6 10 -1 -9|

6 5 4 -9

3) Si g est la symétrie autour de P, M un point de E de coordonnées (x, y, z) et
g(M)=M’ coordonnées (x’,y’, z’), alors :

Comme Mg(M)est colinéaire a u, il existe un scalaire a tel que x’-x =a,y’-y =aet z’-
z = a, le milieu de M et M’ est dans le plan P et 5(a+2x)-(a+2y)-9(a+2z)-12=0.

Ainsi, a=1/5(10x-2y-18z-12) et x’=1/5(15x-2y-18z-12), y’=1/5(10x+3y-18z-12),
z’=1/5(10x-2y-7z-12). La matrice de symétrie autour de P parallelement a la droite

vectorielle de direction U = i + ] +Kk dans le repere R est donc :
[5 0 0 0]

1]-12 15 2 -18]
51-12 10 3 -18]
-12 10 2 7|

On remarquera le résultat bien connu, la matrice de symétrie est égale a 2 fois la matrice
de projection moins la matrice unité.

Exercice 8

1) De la relation C_é' = A:)B, on déduit que C’ = bary{(A, -1), (B,1) (C,1)} et par
conséquent, si on note R le repere affine (A, B, C) et R le repere cartésien associé,

(A, AB, AC).

M o -1 M 0 0]
Mp@®=[0 1 1] etMgH=10 1 1]
o 0o 1] o o 1]
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et f est bijective. Si M est un point invariant de coordonnées (x, y) dans R, alors f(M)
est de coordonnées (x+y, y)=(X, y) et par conséquent on obtient la condition y=0,
équation de la droite (AB).

2)Si M est un point de E de coordonnées (x, y) dans R, alors f(M) est de coordonnées

(x+y, y) et le vecteur MM est de coordonnées (y, 0) sur la base. Ainsi, la droite
(MM) est parallele a la droite (AB).

Par conséquent, si D est une droite globalement invariante par f, D est parallele a la
droite (AB). Réciproquement, si D est parallele a (AB) alors I’'image d’un point de la
droite est sur la droite.

3) tg° f est une application affine comme produit d’applications affines et les parties

linéaires de tﬁ of et de fsontégales. Sion note (a, b) les coordonnées du vecteur u, la
matrice représentant t5° f sur R est:

[1 0 0]

la 1 1]

b o 1]
Les points invariants sont de coordonnées (x, y) vérifiant :

a+X+y=x

{ b+y=y

Ainsi si b#0 il n’y a pas de points invariants, si b=0 les points invariants sont les points

de la droite d’équation y = -a, droite parallele a (AB) passant par le point de
coordonnées (-a, 0).

4) a)Soit G l'isobarycentre du triangle ABC, f(G) = bary{(B,2/3), ((C,1/3)}. f(G)

est sur la droite (BC) et la parallele a (AB) passant par G.
b) Soit M de coordonnées (x,y) un point quelconque du plan, on cherche u (a,
b) tel que M est point fixe de tg° f . On obtient a =-y et b=0.

Ainsi la parallele a (AB) passant par M coupe (AC) en un point N de coordonnées (0, y)
et la parallele a (BC) passant par N coupe (BC) en P avec AP =1u. On construit alors
f(M) & partir de Mf(M) = — AP = —ii.

Exercice 9

1) a) On choisit le repere cartésien R=(0, f,]'), O est le point d’intersection des
droites, i un vecteur directeur de D, j un vecteur directeur de D,.

[1 0 0] [1 0 0] [1 0 0]
Mo, )=10 -1 0] ,Mg(o )=10 -1 AletMgm)=[0 1 Al
"o o 1] > o o 1] o o 1]

Ainsi, D est une droite de points fixes de h et si M(x, y) est un point de E, h(M)(x+Ay,

y) et le vecteur Mh_()M)O\y, 0) est dans D.
b) On choisit une droite D de direction différente de D, elle coupe D en un

point O. On choisit le repere cartésien R=(O, f,]'), i un vecteur directeur de D, ] un
vecteur directeur de D,.
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M 0 0] M 0 0] M 0 0]
M0 )=[0 -1 0] ,Mg(@)=10 1 Alet My(o, )Me(g)=10 -1 -Al
2o o 1] o 0 1] 2 o o 1]

MR(GD YM;(g ) est une matrice de symétrie autour d’une droite D, de direction A I—Z]
2

passant par O et parallelement a la direction D.
2) Si g est une transvection, on choisit un point I de D et i) est vérifié. Si u est un

vecteur, il existe un unique point M tel que IM = u et il existe A unique tel que :
——

§(0) = gDg(M) = IM+ Mg(M) = i + A&
On note ¢ 1’application qui a U associe A défini précédemment et (g —Id)u = AC.
Ainsi, ¢ est une forme linéaire de noyau Det i1) est vérifiée.
Réciproquement, si g vérifie i) et ii) I est un point fixe et ¢ une direction fixe donc la
droite D passant par I et de direction ¢ est invariante par g.
Si M est un point de E, tel que IM =1 alors ;

=
§(1) = ggM) = IM+ Mg(M) = i + GWE et Mg(M) = (@)&

et g est une transvection.

3) Pour construire un contre-exemple, il suffit de considérer une transvection n’ayant

pas de point fixes, par exemple en composant avec une translation de vecteur non

colinéaire a la direction de D.

4) ¢ #0 et c,#0 car les applications sont différentes de I’identité.

a)On obtient :

& @ 10 [0 1
M, = EICEY) I {4 - 1]et siP = 2(C) olalorsP"M,P=M, et le
lo 1 | ¢, (c) hz(é) J

résultat (noter que puisque (¢,, C,) est une base cpz(c et cp1 (c,)sont=0).

b) Si D, est parallele 2 D,, on choisit ¢, =¢, et ¢, =a@, et on procede de la méme
facon.

c) v étant construit, il faut définir I'image d’un point. Si D, et D, se coupent en I , on
pose v(I) =1, si D, est parallele a D, on choisit un point J de D, et on pose v(J)=J.

Exercice 10

1)Si O est sur D et D’ alors S(O) est sur S(D) et S(D’). On construit les images de D et
D’ et on obtient le point S(O). Les points O, S(O) et A sont alignés donc la droite
(AS(O)) passe par O.

B
2) Le théoreme de Thales permet d’affirmer que O= = % =k et par conséquent,

OB OC
I’homothétie de centre O et de rapport 1/k transforme Ben B’,Cen C’ et Aen A’. Le
point A’ est a ’intersection de la parallele a (AB) passant par B’ et de la parallele a
(AC) passant par C’.
Les points A, A’ et O sont alignés.
3) Dans le triangle OBC, les droites (BK) et (CL) sont des hauteurs sécantes en A et A
est ’orthocentre du triangle . Ainsi, (OA) est orthogonale a (BC) et on construit la
droite en menant de A la perpendiculaire a (BC).
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