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Chapitre VII- LE GROUPE DES ISOMETRIES

Les isométries sont dans les espaces affines euclidiens, le pendant des automorphismes
orthogonaux dans les espaces euclidiens.

1) Définitions et propriétés

Si E et E' sont deux espaces affines euclidiens, une isométrie et une application f de E
dans E' qui conserve la distance c'est a dire qui est telle que:
Si x et y sont deux points quelconque de E alors :

d(x, y)=d(f(x) f(y)= Il xy lI=ll F()F(y) I

Ainsi f est injective et par conséquent bijective sur son image. Par suite et quitte a poser
E’ =Imf , on supposera que f est surjective.

On peut noter que dans cette définition f n'est pas a priori affine mais on va démontrer
que si f est une isométrie alors f est affine et que f est un automorphisme orthogonal .
Ainsi , on se restreint pas la généralité en supposant que E = E', ce qui sera fait a partir
de maintenant.

Théoréme : Si E est un espace euclidien et f une application de E dans E, alors les
propositions ci-dessous sont équivalentes:

i) Six,y €Ealors, Il xyll=ll f(x)f(y) !l ( f est une isométrie de E )
i1) f est une application affine et f estun automorphisme orthogonal

Il est clair que i) = 1) , pour démontrer ' implication réciproque, il faut montrer que f

est affine et pour cela montrer que f est linéaire.

On suppose que i) est vérifiée et on choisit un point a de E. On définit alors
——

l'application fj : E—E qui a x dans E associe f3 (ax) =f(a)f(x), alors:
# £, (0) =f, (aa) =f(a)f(a) = 0

% Six €E alors, Il f3 (ax) ll=ll f(a)f(x) Il = Il ax Il

Ainsi fy est une application qui s'annule en O et qui conserve la norme des vecteurs et
par conséquent le produit scalaire.

Il faut donc montrer que fj est linéaire. Pour cela on choisit deux points x, y dans E et
deux scalaires o, B et on développe |l f3 (aa§(+ba_))/ )—afa(a; )-Bfy (a_))/) Il 2 et en utilisant
la conservation de la norme et du produit scalaire, on montre que I’expression est nulle
et ainsi f est linéaire.
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De la linéarité de f, on déduit que f est affine et que fa = f. Par conséquent f est un
automorphisme orthogonal .

En conclusion, les isométries de E sont les applications affines de E d'applications
linéaires associées orthogonales.

Conséquences directes liées au théoréme précédent:

a) Une isométrie est une bijection affine, elle a donc les propriétés de celle-ci :

- elle conserve le parallélisme

- elle conserve les distances

- elle transforme une VLA en une VLA de méme dimension ( une droite
en une droite, un plan en un plan, ...)

- elle est déterminée par 1'image de n+1 points affinement libres lorsque
dim(E)=n

- elle conserve les écarts angulaires ( angles non orientés)

- elle conserve les angles orientés lorsque 1’on se place dans un plan
orienté et lorsque 1’automorphisme orthogonal est de déterminant 1 (c’est une rotation
vectorielle). Dans le cas des symétries, il y a changement de signe.

b)Si R=(0,¢,,¢,,....., €, ) est un repere orthonormé de E, la matrice représentant une
isométrie f dans le repere est de la forme:

MR(ﬁ= ou B est une matrice orthogonale et la
B premiere colonne représente l'image de

l'origine O dans le repere

Réciproquement, si sur un repere orthonormé, f est représentée par une matrice de cette
forme alors f est une isométrie.
c¢) Parmi les principales isométries, on peut citer les translations (B = Ip), les symétries

orthogonales (B est une matrice orthogonale de symétrie).

2) Le groupe des isométries

E étant un espace affine euclidien, on note Is(E) I'ensemble des isométries de E. Is(E)
est un sous groupe du groupe affine GA(E) ensemble des bijections affines de E.
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Les isométries dont l'application linéaire associée est de déterminant +1 (les rotations)
sont appelées des déplacements, celles dont le déterminant est -1 sont des
antidéplacements.

On note IsT(E) 1'ensemble des déplacements et Is7(E) I'ensemble des anti- déplacements.

Ainsi par exemple, les translations sont des déplacements, les symétries orthogonales
par rapport a une VLA Y sont des déplacements ( resp . antidéplacements ) si
codim(Y) est paire (resp. impaire)

SidimE =n et dimY = n-1 une symétrie orthogonale par rapport a une VLA Y est une
réflexion ('Y est un hyperplan affine) si dimY =n-2 , c'est un retournement.

Théoréme : Ist(E) est un sous groupe distingué de Is(E) d'indice 2, et si f est un
antidéplacement alors Is*(E) = f o Is*(E)

On considere l'application L qui a une isométrie f associe le déterminant de I'application
linéaire f.

L’application L : Is(E)—{-1,1} est le produit de deux morphismes de groupes donc est
un morphisme de groupes. De plus, L. est surjective et par conséquent, KerL. = Is*(E)

est un sous groupe distingué de Is(E).
Comme il y a deux classes d'équivalences , il est d'indice 2 et si f est un

antidéplacement alors Is*(E) =f o IsT(E)

3) Etude des générateurs de Is(E).

On sait que si f est une application affine et si O est un point de E, il existe une
translation T et une application affine g admettant O comme point fixe telles que f=T
o g . Si O est dans I'image de f , il existe une translation T' et une application affine g'
admettant O comme point fixe telles que f=g'oT'.

En général, on ne peut pas en dire plus et les applications ne commutent pas. Par
contre, dans le cas des isométries, le théoreme suivant donne un résultat plus intéressant

Théoréme: Si f est une isométrie de E , f est le produit commutatif d'une isométrie g
ayant un point fixe et d'une translation.

Plus précisément , il existe g € Is(E) ayant un point fixe et u € Ker( f—Id) uniques tels
que f=goT.=T.0g.

Tout d'abord, on a le résultat suivant, E= Ker(f—ld ) @ Im(f—ld). En effet pour des
raisons de dimension il suffit de montrer que les deux sous espaces sont orthogonaux.

Si u est dans Ker(f—ld) et v dans Im(f—ld) alors, f(ﬁ) = U et il existe w dans E
telque Vv =f (W) .Ainsi (i /V)= (f (@)/f (W)) -(i/w)=0.

Géométrie euclidienne Chapitre VII




111

La démonstration se fait alors en trois points :

- Existence de u etde g .
Soit a un point de E, alors d'aprés le préliminaire, af(a)= t + f (t’) - t” avec t dans
Ker( f-Id ).
Si on considere le point O = a - t’, alors f(O)=f(a)- f (f’) =0+ t.Sion pose =t
alors, f=T.og, g=T; -1of et gadmet O comme point fixe.

- Unicité .

Supposons que f= T;og= T_og avecu et v dans Ker(f-Id ) , O point fixe de g
et O' point fixe de g'.
On en déduit que f(O)=0 +u et f(O')=0"'+ v, etainsi, f(O)f(0')=00+ u- vet

le vecteur G- Vestdans Ker(f-Id) N Im(f-Id),et par conséquent, i=V et g=g'.

-Commutativité .
Le vecteur uest dans Ker( f—Id) et par conséquent, si m est un point de E, f(m + u)=
f(m) + f(u)= f(m) + U.
Ainsi fet T. commutentetget T, commutent.

Noter que si Ker( f—Id) est réduit au vecteur nul, f a toujours un unique point fixe.( ceci
est lié a l'unicité de la décomposition)

Théoréme : Si f est une isométrie de E , f est le produit de p réflexions (symétries
orthogonales par rapport a un hyperplan) avec p < n+1.

Si dim(E)=n et si s = dimKer( f—Id) alors:

Si f a un point fixe, p =n-s, si f n'a pas de point fixe p = n-s+2, et dans les deux cas le
nombre p est minimum.

Ainsi, les réflexions sont des générateurs de Is(E)

Si f a un point fixe O, on peut vectorialiser E en O et par conséquent considérer E
comme espace euclidien de dimension n. Ainsi f est considérée comme un
automorphisme orthogonal et on utilise les résultats que 1’on connait dans le cadre
euclidien.

Si f n'a pas de point fixe, on utilise le théoreme précédent et par conséquent f est le
produit d'une translation avec une isométrie ayant un point fixe. Pour démontrer la
propriété il suffit par conséquent de montrer qu'une translation est le produit de deux
réflexions .

Soit donc T une translation, on choisit un point a de E et on considere I'nyperplan H

passant par a et de direction orthogonale au vecteur u (fI = Vect{d }-1).
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L'hyperplan vectoriel H =a+1u 2+ H est parallele a H et si on note oy et op' les
réflexions par rapport a ces hyperplans, alors on vérifie facilement que T.= oy o oy

Ainsi f est le produit de n-s +2 réflexions .

/

4)Le groupe des isométries en dimension 2 ou 3.

A) Les isométries dans le plan affine euclidien.

Outre les translations , nous trouvons :

* f € Ist(E) et n'est pas une translation
alors f a un point fixe A.

* el0, e-10 sont valeurs propres de f .

* f est une rotation de centre A et d'angle
0

f(M)
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*f € Is"(E) alors il existe une droite D et

un vecteur u directeur de D. M _
- D
*1, -1 sont valeurs propres de f .
—P i
* f est le produit de la symétrie autour de
D et de la translation de vecteur u —_
f(M)

Si E est le plan affine euclidien, R = (O, f, ]) un repere orthonormé direct et f une
isométrie qui n’est pas une translation, alors on a I’alternative :

-f est un déplacement :
[1 0 0
Dans ce cas f est une rotation et , My (f) =|a cos® -sin0| avec cosf #1.
[b sin®  cosO J
L’angle de la rotation est Arcos(cosf) mod [27] si sin® =0, et 2w - Arcos(cos0) mod
[27] si sinB < O.
Le centre de la rotation est le point A de coordonnées x = 1/2 ( a-b/tan(0/2)) ety = 1/2 (
b+a/tan(6/2)).

-f est un antidéplacement :

Dans ce cas f est une symétrie composée commutativement avec une translation.
1 0 0

My (f) =|a cos® sin® | avec cosO #I.

[b sin@ —cos GJ
L’équation de la droite axe de symétrie est :
asin(0/2)-bcos(6/2)-2sin(6/2)x+2cos(0/2)y=0.
Noter que le point (a/2, b/2) est sur la droite.

Le vecteur de la translation a pour coordonnées acos(6/2)+bsin(6/2) (cos(6/2),
sin(6/2)).

B)Les isométries de I’espace (en dimension 3):

Outre les translations, nous trouvons :
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* f € Ist(E) et f a un point fixe A, alors f
a une droite de points fixes D. D

# 1, el0, e-10 gont valeurs propres de £, f(M)

* f est une rotation d'axe D et d'angle o

* f € Ist(E) et f n'a pas de point fixe
* 1, el0, e-10 sont valeurs propres de £
* f est le produit d'une rotation d'axe D et

d'angle o et d'une translation de vecteur u
porté par l'axe, f est un vissage.

*fe Is7(E) et f a un point fixe A, alors il
existe une droite D et un plan P
orthogonaux contenant A.

* -1, el0, e-10 sont valeurs propres de f . Q

* f est le produit d'une rotation d'axe D et /é\ M
d'angle o et d'une symétrie orthogonale
autour de P

* f(M)

*fe Is7(E) et f n’a pas de point fixe, il
existe un plan P et un vecteur u dans P.

* -1, 1(double) sont valeurs propres de £

* f est le produit de la symétrie
orthogonale autour de P et d'une
translation de vecteur u

Si E est I’espace affine euclidien, et si f est une isométrie distincte d’une translation
alors, on distingue deux cas :

1) f n’est pas une symétrie vectorielle ( la matrice de f sur une base orthonormée n’est
pas symétrique et f est une rotation).

Dans ce cas, f admet une seule valeur propre réelle et le sous espace propre associé est
de dimension 1. On choisit un repere orthonormé direct R = (O, T, j]:, Kk ) de facon que
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i soit une base de cette droite vectorielle propre et que (]’, E) soit une base directe du

plan vectoriel orthogonal a la droite; on notera que le choix de i détermine I’orientation
du plan vectoriel, alors :

-f est un déplacement :
[1 0 0 ]

0

a1 0 0

“Ib 0 cos® —sinB]
0

lc
points fixes de f et on montre que si a = 0 il existe une droite de points fixes, si a # 0 il
n’y pas de point fixe et ainsi :
* Sia=0,f est une rotation d’axe la droite de points fixes, I’angle de la rotation
est Arcos(cos8) mod [2m] si sinf =0, et 27 - Arcos(cos8) mod [27] si sinf < 0.
*Sia #0, f est un vissage, f est le produit commutatif d’une rotation d’axe une

Dans ce cas f on a, M; (f) avec cosO #1, on recherche les

sin@ cosO J

droite globalement invariante de direction i et d’angle identique au cas précédent, avec
une translation de vecteur colinéaire a 1 .

-f est un antidéplacement :
[ o 0 0 ]

la -1 0 0
“Ib 0 cos® —sin6]

[c 0 sin® cosO J
points fixes de f et on montre qu’il y a toujours un seul point fixe A.

Dans ce cas f on a, My (f) avec cosO #1, on recherche les

f est le produit commutatif d’une rotation d’axe la droite passant par A et de direction i
et d’angle identique au cas précédents, avec une symétrie orthogonale au plan passant
par A et orthogonal a I’axe.

2) f est une symétrie vectorielle ( la matrice de f sur une base orthonormée est
symétrique).

Dans ce cas, T est diagonalisable et on choisit un repére orthonormé direct R = (O,
f, j, k ) formé de vecteurs propres.

-f est un déplacement

Dans ce cas, 1 est valeur propre de f et le sous espace propre est une droite vectorielle
D, -1 est valeur propre et le sous espace propre est un plan vectoriel orthogonal au
précédent ( la trace de f est -1).

* Si f n’a pas de point fixe, f est le produit commutatif d’une symétrie

orthogonale d’axe de direction D avec une translation de vecteur porté par 1’axe.
* Si f a un point fixe A, f est une d’une symétrie orthogonale d’axe de

direction D passant par A.

-f est un antidéplacement
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Si la trace de f est -3, -1 est la seule valeur propre, si la trace de f est 1, -1 est valeur
propre et le sous espace propre associé est une droite vectorielle D .

* Si trace de f est -3, f a un unique point fixe A, f est une symétrie par rapport
au point A.

* Si trace de T est 1, alors si f a un point fixe A, f est une symétrie orthogonale

par rapport a un plan passant par A et orthogonal a D.

Si f n’a pas de point fixe, f est le produit commutatif d’une symétrie orthogonale par
rapport a un plan orthogonal a D avec une translation de vecteur porté par ce plan.
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Exercices du chapitre VII

Exercice 1

On note E, I'espace affine euclidien de dimension 3,R = (O, f, j]:, E) un repere cartésien
orthonormé direct et on consideére le cube ci-dessous dont les sommets ont pour
coordonnées ( +1,+1,+1).

D

AV
Ainsi, A est le point de coordonnées (1,1,1) ,B (-1,1,1), C(-1,-1, 1) etc...

1) Donner une équation paramétrique et une équation cartésienne de la droite (AC). On
note o, la symétrie orthogonale par rapport a la droite (AC), écrire la matrice

représentant o, dans le repere R.
2) On note O, la symétrie orthogonale par rapport a la droite (BD') et o, la symétrie
orthogonale par rapport au plan (ABCD).

Ecrire les matrices représentant o, et o, dans le repere R.

3) Donner la matrice représentant G o 0, et en déduire sa description géométrique.

4) Donner 1'équation de la perpendiculaire commune des droites (AC) et (BD') et
retrouver les résultats de la question précédente par des arguments géométriques.

5)Donner la matrice représentant 0,0 0, et en déduire sa description géométrique.
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En déduire la forme géométrique de 00 O, .

Exercice 2

Soit (X, X ) un espace affine euclidien de dimension 3, et soit R = (O, f, j]:, E) un repere
cartésien orthonormé direct de X.

partiel

On considere deux droites affines D, et D, définies par leurs équations cartésiennes dans
le repere R.

X+y+z=1 x=1
Dl D2
X+2y+z=2 X+2y+z=-2
a) Donner une équation paramétrique de chaque droite.

b)Ecrire les matrices représentant la symétrie orthogonale Sp, (resp SD, ) autour de D,
(resp. D, ) dans le repere R.

¢)On considere l'isométrie u = SP, o SD,. Montrer que :
1) u est un déplacement et n'a pas de points fixes.
ii) 1l existe une droite A telle que u(A) =A ( A est globalement invariante par u)
111) u est un vissage dont on précisera les caractéristiques.

d) Que représente v =SD, 0 SD, ?
partie 2
Plus généralement, on considere deux droites D', et D', de X .

a)On suppose que D' et D', sont non paralleles et non concourantes.

1) Montrer qu'il existe une unique droite A' perpendiculaire a D' et D'..

2) Montrer que Sp', 0 SD', est un vissage dont on précisera les caractéristiques
(on choisira un repere convenable).

3)Que peut-on dire de Sp', oS D', ?

b)On suppose que D' et D', sont non paralleles et concourantes en un point M de X.
Que peut-on dire dans ce cas de SD'1 0 SD'2 et de SD'2 oS D' ?

¢) On suppose maintenant que les droites sont paralleles et non concourantes, que peut-
on dire dans ce cas de SD'1 0 SD'2 et de SD'2 oSD,?

partie 3
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Réciproquement, on se propose de montrer que si f est un vissage, alors f est le produit
de deux symétries axiales.

a)Soit f un déplacement qui n'a pas de point fixe et dont ’application linéaire associée
est une rotation.
Montrer qu' il existe un repere sur lequel f est représenté par une matrice de la forme ci-

dessous :
[1 0 0 0 ]

la 1 0 0
|b 0 cosf —sin6|
[c 0 sinf@ cosfO J

b) Montrer que f est le produit de deux symétries axiales dont on précisera les
caractéristiques.

avec a=0

Exercice 3

Soient X un espace affine euclidien, et F une partie non vide de X . On note Is(F)
I'ensemble des isométries qui laissent F invariante :

fEIs(F) si et seulement si (f € Is(X) et f(F)=F).

On note:

Ist(F) = Is(F) N Ist(X),
Is(F) = Is(F) - IsT(X) .

A)
1) Montrer que Is(F) et Ist(F) sont des sous-groupes de (Is(X), o) .
2)Si Is (F) est non vide, pour tout élément g de Is (F) montrer que :

Is(F)=golst(F) = {gof, fEIT(F)}.
En déduire que si Is(F) est fini alors :
1/2Card (Is(F)) = Card (Is+(F)) = Card (Is (F)) .
B)
On se propose de déterminer Is(F) lorsque F est la réunion de deux droites distinctes
A et A d'un espace affine euclidien X de dimension 2.

1) On suppose que A et A' sont orthogonales et sécantes en 0 . Soit F'={A, B, C,D}

un carré de centre 0 (voir figure) :
B
/ \ A
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a) Vérifier que Is(F) = Is(F') et que tout élément de Is(F') admet un point
invariant.

b) Déterminer les éléments de Is+(F'). En déduire Is(F).

2)On suppose que A et A' sont paralleles. Soit D la droite équidistante de A et A
a) Soit O un point de D . Rechercher les éléments de Is(F) qui laissent O
invariant. On note Isg(F) cet ensemble.
b) Vérifier que f ¢é Is(F) si et seulement si il existe un vecteur u EA , etune
application g € Isq(F) tels que f =tgeg.
En déduire Is(F) .

Exercice 4

On se place dans I’espace, E est un espace affine euclidien de dimension 3 On
considere trois plans distincts P,, P, , P; et on note o; la symétrie orthogonale par
rapport a P, lorsque i =1,2,3.

Soit f = 0,6 0, - O3 , on désire étudier dans quelles conditions on a f* =1Id .

1)Montrer que si f* = Id alors f est une symétrie par rapport a un plan ou par rapport a
un point.
2)Si P,, P,, P, sont trois plans paralleles, que peut-on dire de 0,0 0, et de f ?

3)Si P,, P, , P, contiennent une méme droite D, que peut-on dire dans ce cas de 0,, O,

etde f?
4) Imaginez une situation dans laquelle f est la symétrie par rapport a un point A .
5) On suppose > =1d et P, parallele 2 P, montrer qu’alors P, est parallele 2 P, .
6) On suppose f> =1d et que P, et P, se coupent suivant une droite D .
Montrer que I’on a I’alternative:

- P, contient D .

- P, est orthogonal a D et P, et P, sont perpendiculaires.

Note : Il est conseillé de raisonner a partir de reperes bien choisis.

Exercice 5

On suppose que X est le plan affine euclidien ( dimension 2).0On dit que deux triangles
sont égaux si il existe une isométrie qui transforme 1’un en I’autre. Il est clair que cette
relation est une relation d’équivalence.

1) Cas d'égalité des triangles.

Soient A B C et A'B'C' deux triangles non aplatis (ils constituent chacun un repere

affine). On notera A = BAC I’écart angulaire (non orienté)correspondant au point A, et
des notations analogues pour les autres points.

Montrer 1'équivalence entre les propositions suivantes :

a) Il existe une isométrie f telle que : f(A)=A’, f(B) =B', f(C)=C".
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b) Il ABIl=1l AB'II; I ACIl=Il A'C'll ; | BCIl =l B C I (3° cas)
O ABI=IABI;IACI=1IACI;A=A". (2° cas)
d)IIABII=IIA'BIl;A=A;B=B. (1° cas) .

2)Soient A, B, A', B' quatre points tels que A #Bet |l A_iS =1 A'_)B' [l . Donner les
éléments géométriques du déplacement f et de I'antidéplacement g tels que :

f(A)=A' [g(A)=Al
{f(B):B' {g(B):B'

3) On considere deux droites concourantes dans le plan affine euclidien . Quel est
I’ensemble des points équidistants a ces deux droites ?

Exercice 6

E est un espace affine euclidien de dimension 2, on suppose que E = €2 muni de la
structure euclidienne canonique.

Soient trois points distincts de E notés A, B, C tels que II ABIl =1l AC Il =1l BCII (
ABC est un triangle équilatéral ).

a) Montrer que A , B, C constitue un repere affine R de E.

b) On dira qu’une application affine f de E dans E conserve le triangle ABC si et
seulement si {A, B, C}={f(A) f(B)f(C)}.

Montrer que si f conserve le triangle ABC alors f est une isométrie.

On note HAB(C ’ensemble des isométries qui conservent le triangle ABC . Montrer que
HABC a 6 éléments. Construire la table de multiplication de HABC pour la loi o et
montrer que ¢’est un sous groupe non commutatif.

Est-ce que HABC est un sous groupe distingué de I’ensemble des isométries de E ?
c)Ecrire les 6 matrices représentant les éléments de HABC dans le repere R et préciser
géométriquement ce qu’elles représentent.

d) Soient A’, B’, C’ trois points non alignés de E. Montrer qu’il existe une application
affine bijective unique ¢ transformant respectivement les points A’, B’, C’ en les points
A,B,C.

Montrer que 1’ensemble des applications affines qui conservent les points A’, B’, C’ est
obtenu a partir de HABC et de ¢.

En déduire le nombre d’éléments de cet ensemble. Pouvait-on démontrer directement ce
résultat ?

e) Application :
Le tableau ci-dessous donne les coordonnées des points A’, B’, C’ dans le repere R:

A’ B’ C
A 0,5 0,1 03
B 0,5 0.9 03
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L ¢ [ o | o | o4 |

Que peut-on dire du triangle A’B’C’ ? Donner les matrices représentant les applications
affines conservant les points A’B’C’ dans le repere R.

- . . [0.4 -0.4/43]
On considere la matrice M matrice inverse de l 0 0.4 Jet on note f la forme
bilinéaire symétrique définie sur €2 et représentée par la matrice MM sur la base
orthonormée ¢, =AB et ¢, . Montrer que f définit une nouvelle structure euclidienne

sur €2, ( on notera (./.)f le nouveau produit scalaire)
Montrer que dans cette nouvelle structure A’B’C’ est un triangle équilatéral . Que peut-
on en conclure ?

Géométrie euclidienne Chapitre VII



Solutions des exercices du chapitre VII

Exercice 1

1) Les coordonnées de u = AC dans R sont (-2, -2, 0)et par conséquent, une équation

paramétrique de la droite (AC) dans R est :T

une équation cartésienne de la droite (AC) dans R est : {

X=1+A

y=1+A;

z=1

X=Yy
z=1"

Si M(x,y,z)estun point etsi M’(x’,y’,z" ) est I'image de M par o, alors :

(M_l\)/[‘ /u ) =0etle milieu de M et M’ est sur la droite (AC).
Ainsi, (X’-x)+(y’-y)=0, x+x’ = 2(1+A), y+y’ = 2(1+A) et z+z’ =2. On obtient :

[x'=2+x+y—2—x=y

Ty‘=2+x+y—2—y=x

2) * Etude de 0, .

obtient :
[

7Y
ZI

* Etude de o, .

7=2-7

1

3
2
3
2
3

X —%y -3z
L2 1
X=3y+3Z MR(GI): 5

2 1
—sX+zy—3Z

2

3

3

3
|0
lo

lo

1
|0

; MR(GI): |O

2

oS = O O

0

1
0
0

0
0
0

|
|
|

-1

D’(1, -1, -1) et BT)' (2, -2, -2) et en faisant un calcul analogue au cas précédent, on

0 0 0]
-1 2 2
2 -1 2|
2 2 -]

123

MM est colinéaire 2 K et le milieu de M et M” est dans le plan (ABCD) d’équation z=1.

Ainsi :

[ X' =X

l

yl

i/

\S}

o
0 1
0 0
2 0

0
0
1

0

0]
0 |
0 |

-1

3) La matrice My(0,0 0,) = Mp(0,) Mg(0, ) par conséquent, en faisant le produit des

matrices, on obtient :

B0 0
110 =2 -1
3lo -1 =2
6 2 -
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* Les symétries par rapport a des droites sont des déplacements donc 0o O, est un

déplacement. La matrice représentant la partie linéaire est symétrique, sa trace est -1 et
son déterminant +1. Par conséquent, les valeurs propres sont 1, -1, -1 et G0 0, est soit

une symétrie par rapport a une droite, soit la composée d’une symétrie par rapport a une
droite et une translation.
* On recherche les points fixes et pour cela on résout le systeme :

[ 3x=-2x-y+2z

3y=-x-2y-2z
3z=2x-2y+z+6
Le systeme n’a pas de solutions et 0 o 0, est la composée d’une symétrie par rapport a

une droite et une translation.

* Un vecteur propre u de la partie linéaire pour la valeur propre 1 est directeur de la
droite et colinéaire au vecteur translation. On trouve par exemple u (1, -1, 2) et on est

amené a chercher I’ensemble des points M(x, y, z ) tels que MM est colinéaire a u .

[ 2x-y+2z-3x =3\
-X =2y -2z -3y = -3\
TZX—2y+Z+6—32= 6N
Le systeme est de rang 2, il aura des solutions si le déterminant ci-dessous est nul soit :

-5 -1 3A
-1 -5 -3An|=0etA=2/3.
2 -2 6A-6
o ] -S5x-y+2z=2 ~
Ainsi la droite a pour équation { et la translation est de vecteur 2/3u.
-x-5y-2z=-2

4)La direction de la perpendiculaire commune s’obtient a partir du produit vectoriel des
vecteurs directeurs des droites, soit :
(1,1,0A(-1,1,1)=(1,-1,2)

Ainsi si M(x, y, z) est sur la perpendiculaire commune et si u (1, 1, 0) est directeur de
(AC), v(-1, 1, 1 ) est directeur de (BD’) et w(l, -1, 2) est directeur de la
perpendiculaire, alors on a la relation sur les produits mixtes:

(AM,u,w)=(BM,v,w)=0.
et une équation de la perpendiculaire commune A est :

x-y-z+1=0
{ x+y=0

La perpendiculaire commune est globalement invariante par o, et par g, donc par 0,0 O,
, comme O, 00, est la composée d’une symétrie par rapport a une droite et une
translation , elle a un seule droite invariante et cette droite est A. Il ne reste plus qu’a
chercher le vecteur translation et pour cela on exprime 1’image d’un vecteur de A, par

exemple M(0, 0, 1), alors M’(2/3,-2/3,7/3) et MM (2/3,-2/3,4/3).
0,0 0, est le produit (commutatif) de la symétrie orthogonale autour de A et de la

translation de vecteur MTVI‘ (2/3,-2/3,4/3).
5) On fait le produit des matrices M(0,0 0,) = M(0,) Mg(0,), on obtient :
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[30 0 0]
1|-4 -1 -2 2|
3la 2 -1 -2
-2 2 2 1]
* Les symétries par rapport a des droites sont des déplacements, par rapport a des plans
des antidéplacements, donc 0,0 O, est un antidéplacement. La matrice représentant la
partie linéaire n’est pas symétrique, sa trace est -1/3 et son déterminant -1. Par
conséquent, les valeurs propres sont -1, eia, eI% gyec cos(a) = 1/3.

0,0 O, a un point fixe et est la composée (commutative) d’une rotation par rapport a un

droite et d’une symétrie orthogonale par rapport a un plan. La droite passe par le point
fixe et est de direction le sous espace propre de la partie linéaire pour la valeur propre 1,
le plan passe par le point fixe et est orthogonal a la droite.

* On recherche le point fixe et pour cela on résout le systeme :
[3x= -x -2y +2z-4

3y=-2x-y-2z+4

3z=-2x+2y+z-2
On trouve le point B(-1, 1, 1).
* On recherche un vecteur propre de la partie linéaire pour la valeur propre -1, soit :
u(l, 1, 0) et par conséquent, Vect{u }J‘:Vect{(l,—l, 0), (0,0, D}= P.
La droite passe par B et est de vecteur directeur u, le plan passe par B et est de direction

P .
* Pour terminer il faut déterminer 1’angle de rotation. Pour cela il faut choisir une des
deux orientations possibles du plan, par exemple celle définie par le vecteur u .

1 0 2
3
On calcule(u, k,f(k))=|1 0 '—32 = get le sinus est positif.
1 4
3

Par conséquent, 1I’angle de la rotation est Arcos(1/3) mod[2s].
Exercice 2

partie 1

a) D, passe par le point de coordonnées (0, 1, 0) et admet pour vecteur directeur, le
vecteur u (1,0, -1).

D, passe par le point de coordonnées (1, 0, -3) et admet pour vecteur directeur, le
vecteur V (0, 1,-2). Ainsi on a les équations paramétriques :

[x=k [x=1
D {y=1 D,{y=u
7=\ z=-3-2u

b) A partir de la relation (M_l\)/[‘ /u ) =0 et le milieu de M et M’ est sur la droite D,, on
obtient :
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m 0 0 0]
0 0 0 -
MSDI)=1 o -1 o]
o -1 0 o]

A partir de la relation (M_l\)/[‘ /v ) =0 et le milieu de M et M’ est sur la droite D,, on

obtient :
[ 5 0 O O]

1110 -5 0 0]
5l-12 0 -3 -4

|-6 0 -4 3]
¢) On fait le produit des matrices et on obtient :

My(SD,) =

[5 0 0 O]
ML(STS oS 11 6 0 4 —3|
r( Do DZ)_§| M 0 3 4|

|-10 5 0 o]

1) u est le produit de deux déplacements, c’est un déplacement. On résout le
systeme u(M) = M et on trouve que u n’a pas de point fixe. On remarque que la matrice
représentant la partie linéaire admet 1 pour déterminant et 3/5 pour trace donc les
valeurs propres sont : 1, e!%, e 1% avec cos(a) =-1/5.

ii)Si A est une droite globalement invariante, alors u(A) = A et la direction de la
droite est un vecteur propre de la partie linéaire de u, soit un vecteur propre pour la
valeur seule propre 1. On obtient le vecteur propre w (1, 2, 1). Si M(x, y, z) est sur la

droite A, alors il existe A tel que Mu_()M) = AW, on obtient :
-5x +4y-3z+6 =5\

T -2y +4z+ 22 =10\

5x =5z -10 =5\
Le systeme est de rang 2, il aura des solutions si le déterminant ci-dessous est nul soit :
-5 4 5A-6
0 -2 10A-22[=0eth= 4/3.
5 0 5A+10
N o [2y+dz=F
Ainsi la droite a pour équation o
5x =5z==

iii) u est un vissage, produit commutatif d’une rotation d’axe A et d’une
translation de vecteur 4/3w . Il faut trouver I’angle de rotation, et pour cela orienter le
plan vectoriel orthogonal a I’axe, par exemple en choisissant le vecteur w .

1 0 -2
5

On calcule(w, k,u(k)) =2 0 % = -2 et le sinus est négatif donc .
1 1 0

Par conséquent, 1I’angle de la rotation est 2m-Arcos(-1/5) mod[2x].

partie 2
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a) 1) D', et D', sont non paralleles et non concourantes, donc il existe une unique
droite A' perpendiculaire a D' et D', ¢’est la perpendiculaire commune.

2) On choisit le repére orthonormé direct R’ = (A,u, v,w) , avec A dans D’, N
A’ et u vecteur directeur de D’, , et v vecteur directeur de A’.Alors :

10 0 0] m o 0 0 ]
0 1 0 O] |0 cos® O sin6 |
Mc®DD=1g o p o MeODI=10 o 1 o |
o 0o 0o -1 0 sin6 0 —cos6

En effet, SD’,(A) est sur la perpendiculaire commune et AS D,_:(A) = XV, la matrice de la

partie linéaire est une matrice de symétrie dans le plan vectoriel orthogonal a v, 0 est
deux fois 1’angle orienté des droites D’,D’,.
r o 0 0 ]
iy |0 cos® O -sin|
-(Sp>oSp’, ) =
r (Sp*0SD’,) xk o0 1 0o |

[0 sin® 0 coso |

Ainsi, Sp’,0 Spr, est le produit commutatif de la rotation d’axe A et d’angle 6 et de la
translation de vecteur xv , ¢’est un vissage.

3) La bijection réciproque du vissage est le produit commutatif de la rotation
axiale A d’angle -0 et de la translation de vecteur -xVv , ¢’est un vissage.
b) Le cas est identique au précédent avec x = 0 on a donc une rotation axiale d’axe la
perpendiculaire commune, la bijection réciproque étant d’angle opposé.
¢) Si les droites sont parall¢les, et si on choisit le repére orthonormé direct R’ = (A,u,
V,w) ,avec A dans D’, et u vecteur directeur de D’, , le plan (A,u, V) contenant les
deux droites, on vérifie facilement que le produit Sp° o Sp-, est une translation de

vecteur AS D,_:(A) = XV.

partie 3

a)Soit f un déplacement qui n'a pas de point fixe et dont l'application linéaire associée
est une rotation. On choisit un repére orthonormé direct R“ = (B,u, v,w) tel que (B,u)
est un repere de 1’axe de rotation, (V,w ) une base directe du plan vectoriel orthogonal
au vecteur u, alors I’image de B est sur 1’axe de rotation, u est vecteur fixe et la

restriction de f au plan vectoriel Vect{Vv ,w }est une rotation dont la mesure de 1’angle
orienté est 6 mod [27] et non nul .

Ainsi :
|'1 0 0 0 'I
M |a 1 0 0 0 021
re ()= 0 0 cosd —sinf avec a #0 et cosO #1.

0 0 sinB cos6 |

b) On considere la symétrie orthogonale S autour de la droite passant par B et de
vecteur directeur Vv , alors :
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10 0 0] [ o 0 0 ]
0 -1 0 O] la -1 0 0 |
Me®=10 o 1 o*Me=@SD=10 4 o050 sind |
o 0 o -1 0 0 sinB —cos6
f o S est une symétrie orthogonale autour d’une droite d’équation :
{y cos sz-(z_sialll 0=y’ cette droite passe par le point de coordonnées (a/2, 0, 0 ) et est de

direction le vecteur de coordonnées (0, cos(0/2), sin(6/2)).
Ainsi, f = (fo S) o S produit non commutatif de deux symétries orthogonales axiales.

On notera que si f est un vissage, produit de deux symétries axiales, f = Sp’ o Sp-, alors

I’axe du vissage est perpendiculaire commune aux droites D’, et D, , I’angle des droites
VaN

(D’, , D’ ) est la moitié de I’angle du vissage , si M, est le point commun de D, et de
I’axe du vissage, si M, est le point commun de D, et de I’axe du vissage, alors le vecteur

translation du vissage est 2M,M, .

Exercice 3

A)

1) Is(F) est non vide puisqu’elle contient I’application identique, d’autre part si f et g
sont dans Is(F) alors fog(F) = f(g(F))=F et f' o f(F) =F= f'(F) et Is(F) est un sous
groupe de Is(X).

IsT(F) est un sous groupe puisque intersection de deux sous-groupes de Is(X).
2)Si Is(F) estnon vide et si g estdans Is(F),alors:

* Si f est dans Is+(F), g o f est dans Is"(X) et dans Is(F) donc dans Is"(F).

* Si h est dans Is"(F), g o h est dans Ist(X) et h = g o g o0 h donc dans g o
Ist(F).
Ainsi par double inclusion, Is"(F) = go Is+(F).
L’application de IsT(F) dans Is"(F) qui a f associe gof est bijective, et par conséquent si
Is(F) est fini alors, Card (Is+(F)) = Card (Is"(F)) et comme de plus on a une partition
de I’espace, on obtient la relation Card (Is(F)) = Card (Is+(F)) + Card (Is (F)).
Ainsi Card (Is+(F)) = Card (Is"(F))=1/2 Card (Is(F)).

B)

1) a) Si f est dans Is(F), I’'image d’un carré est un carré et O point commun des deux
droites est un point fixe de f . Ainsi I'image du carré ABCD de centre 0, est un carré
f(A)T(B)f(C)f(D) de centre O et f est dans Is(F’).

Réciproquement, si f est dans Is(F’) alors la droite (AC) est une diagonale du carré
(resp. la droite (BD)) et son image par f est une diagonale du carré. Comme f est un
isomorphisme, f(F)=F. Ainsi Is(F)=Is(F’).

On notera que f admet 0, isobarycentre du carré, comme point fixe.

b)Si f est dans Is+(F’) alors 0 étant un point fixe de f, f est une rotation de centre
0. Les rotations qui conservent le carré sont :
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* R, rotation de centre 0 et d’angle 0 mod[2n] (R,= 1d).

* R, rotation de centre O et d’angle 7w/2 mod[27x], (ABCD—BCDA).

* R, rotation de centre O et d’angle ® mod[2x] (R= - Id et (ABCD—CDAB).
* Ry, rotation de centre 0 et d’angle 37/2 mod[2x], (ABCD—DABC).

On sait que si g est dans Is'(F) ,alors Is(F)=go Is+(F). On choisit la symétrie
orthogonale d’axe la droite (AC), g = S, et par conséquent :

* goR,, est la symétrie S, , (ABCD—ADCB).

* goR ), est la symétrie S, ,, , mAD est la médiatrice de AD, (ABCD—DCBA).

* goR est la symétrie Sy, , (ABCD—CBDA).

* goR, , est la symétrie S, .5 , mAB est la médiatrice de AB, (ABCD—BADC).

On obtient :
IS(F): IS(F’): { Idv Rn/z’ Rm R3n/2’ SAC’ SmAD’ SBD’ SmAB}

2) a) Si f est dans Is+(F) , alors f a un point fixe O et f est une rotation. Si u est un
vecteur directeur de D, u est vecteur propre de f et les valeurs propres sont +1 et par
conséquent f= +Id. Ainsi f est soit I’application identique, soit la symétrie par rapport
au point O notée S,,.
Si f est dans Is"(F) , alors f a un point fixe O et f est une symétrie. Si u est un vecteur
directeur de D, u est vecteur propre de f et les valeurs propres sont +1 et par
conséquent f(ﬁ) = +u. Ainsi f est soit la symétrie orthogonale autour de d’axe D, soit
la symétrie orthogonale d’axe orthogonal a D passant par O, notée respectivement S, et
Spe . On obtient :
Isg(F) ={Id, Sy, Sp, Sp1}.

b) Siu EA etsi g ¢ Is(F) alors tﬁ og = f est une isométrie. Si M est dans F,
g(M) aussi donc f(M) est dans F. Ainsi f(F)=F et f est dans Is(F).
Réciproquement, si f ¢ Is(F) alors O est dans D et D est globalement invariante. Par

conséquent, ﬁ:Of—()O) estdans D = A.

Si on pose g:t_ﬁ of , alors g est une isométrie qui conserve F et g(O) = f(O) —Of—()O) =0
et ainsi g est dans Isq(F).

Dans ce cas, Is(F) = {tﬁ og/u EA et g éIsoP)}.

Remarque : Le seul cas non envisagé est le cas ou les droites sont concourantes en un
point O.

Dans ce cas, O est point fixe et on est ramené a un probleme vectoriel. Is(F) est alors

composé des deux symétries par rapport aux bissectrices et des deux rotations Id (angle
2m) et la symétrie par rapport au point O (angle ).

Exercice 4

1) Dans I’espace, une symétrie par rapport a un plan est une isométrie indirecte, f est un
produit impair d’isométries indirectes, c’est une isométrie indirecte.

Si f?=1d, alors f' = f et fest symétrique et orthogonale, ainsi ses valeurs propres sont
réelles et égales a +1.
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D’autre part, si M est un point de E, f*(M) =M et par conséquent, le milieu de Mf(M) est
un point fixe O de f.
On distingue deux cas :

* -1 est valeur propre triple de f,faun point fixe O et f est une symétrie par
rapport a ce point.

* -1 est valeur propre simple (et 1 double), f est une symétrie par rapport a un
plan , c’est le plan passant par O et de direction le sous espace propre pour la valeur 1.

2) On choisit un repere cartésien orthonormé R = (O, f, j]:, E) tel que (O, f, ]) est un
repere du plan P;. Ainsi ;

100 0] M1 00 0] 100 0]
0 10 0] 0 10 0] 0 10 0]
Mgr(0)) = o 01 o] s Mi(o,) = o 01 o] s Mi(03) = o 0 1 Ol;
0 0 0 -1 la 0 0 -1 b 0 0 -1

(10 0 0] (100 0]

10 0f | 0 1.0 0]

MR(01002)=|0 0 1 OletMR(01002003):| 0 01 ol

l-a 0 0 1] l-a+b 0 0 -1

0,0 O, est la translation de vecteur -ak, 0,0 0, 0 0; est la symétrie orthogonale par
rapport a un plan parallele a P1 et passant par le point de coordonnées (0, 0, (-a+b)/2).

3) 0,0 0, est directe et D est une droite de points fixes donc c’est une rotation d’axe D.
D’autre part, D est aussi un ensemble de points fixes de f. D’apres le point 1) f est une
symétrie plan et par conséquent f est une symétrie orthogonale autour d’un plan passant
par D.

4) Si les trois plans son deux a deux orthogonaux, on peut choisir un repére composé du
point A, intersection des trois plans et des vecteurs normaux a chaque plans . En faisant
le produit des matrices représentant les symétries dans ce repere, on montre facilement
que f est la symétrie par rapport a A.

5) Si P, est parallele a P, alors d’aprés 2), ©,0 O, est une translation de vecteur u,
orthogonal a P;; 0,0 0,= s

De la relation f* = Id on tire tﬁo 0;=0;0 t_ﬁ . Si on choisit un repere R = (O, f, j]:, E)

tel que (O, i, ]) est un repere du plan P;, alors :

M 0001 00 0] 1 00O0] [l 00 0
la 100 [0 10 0] 010 0] [-a 10 0
b o1 oo o1 olTlo 01 of-b o 1 of M50
lc oo 1] jooo -] ooo -] |- o0o0 1

et par conséquent a=-a ; b=-b ; c=c.

Ainsi, u est orthogonal a P;et les trois plans sont parall¢les.

6) Si P, et P, se coupent suivant une droite D, alors d’apres 3), ©,0 O, est une rotation
R, d’axe D et d’angle orienté 0 mod[2n] ( on oriente le plan orthogonal a D en
choisissant un vecteur porté par D).

De la relation f*=1Id on tire R_, = 0;0 Ryo 0, rotation d'axe D et d’angle - © mod[2x] .
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Ainsi, 0,0 Ryo 05 (05(D)) = 05(D) et 05(D) est une droite globalement invariante pour la
rotation R_, et par conséquent o;(D) =D.
D est globalement invariante pour o; et on a l'alternative :

* P, contient D .

* P, est orthogonal a D . Dans ce cas, P; est globalement invariant par f et par

0,0 0, et la restriction (0,0 0,/ Py)* = Id p, . Ainsi, 26 = 0 mod[2n] et 6 = mod[2x] et,
P, et P, sont perpendiculaires.

Exercice 5

On peut remarquer que si f transforme un repere en un repere, alors f est unique et par
conséquent si deux triangles sont égaux alors il existe une unique isométrie qui
transforme ’un en ’autre.

1)

a)=>b) C’est une conséquence immédiate des propriétés des isométries.

b)=>c) On utilise la relation Il BCIP= Il ABI? + Il ACI? -2 1l AC Il ABII cos(A) et on

obtient A = A'.

c)=d) On utilise la relation || BCI*= Il ABI* + Il ACI*-21I AC Il ABII cos(A) et on

obtient | BCll =l B'C'Il , on utilise alors la relation | AC IP= Il ABI? + I BCI? -2

BCIl Il ABllcos(B)et B=B'.

d)=>a) On sait que la somme des écarts angulaires est i et par conséquent c=C'.

IBCI 1IABI 1IACH - - - -
——=——==——=¢ctI| ACII=Il A'C'llet I BClI=I1l B CII.

sinA sinC sinB

ABC et A’B’C’ sont des reperes affines et il existe une application affine unique f telle

que : f(A)=A’, f{(B) =B', f(C)=C'". Montrons que c’est une isométrie :

Si M est un point du plan, il existe a, b tels que AM =aAB+bAC et Il AMIP=
llaABIP +1IbAC I* -2ab Il AC Il Il ABII cos(K) et,
F(AY(M)=A'M' =aA' B'+bA' C'

D’autre parton a :

Ainsi, a partir des relations précédentes, on montre que f est une isométrie.

2) On oriente le plan affine euclidien et ainsi il existe un unique point C tel que ( A,

—

——, AC) est un repere orthonormé direct .D’autre part, il existe un point C’ unique
Il ABII

AB - . o
tel que ( A’, ——, A" C') est un repere orthonormé direct et de méme il existe un
TA'B'll

—

'R! -

point D unique tel que ( A, —=—, A' D) est un repere orthonormé indirect .

A" Bl
Les triangles ABC et A’B’C’ sont égaux et il existe une unique déplacement f qui
transforme ABC en A’B’C’. Les triangles ABC et A’B’D sont égaux et il existe une
unique antidéplacement f qui transforme ABC en A’B’D.

Que peut-on dire de f ?
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f est une translation ou une rotation.

* S1 AB = A'B' alors f est la translation de vecteur AA' .
* Sinon , les médiatrices de AB et A’B’ se coupent en un point O et f est la

rotation de centre O et d’angle (A6 A).

Que peut-on dire de g ?
g est une symétrie axiale composée avec une translation de vecteur porté par I’axe, alors

le vecteur AA'— BB = AB+B' A' est orthogonal a I’axe.

*Si AB =A'B' , g est le produit de la symétrie autour de la droite passant par
I’intersection des droites (AB’) et (A’B) et parallele a (AB) et d’une translation de

vecteur Ap (_)A' ) ( p est la projection orthogonale sur la droite (AB)).

* Si non, si u=AB+B'A' et vsont orthogonaux, on note p(A’) la projection
orthogonale de A’ sur la droite passant par A et de direction u et O le milieu de A et

P(A”).
g est le produit de la symétrie orthogonale autour de la droite passant par O et de

direction Vv, avec la translation de vecteur A'p(A').

déplacement / antidéplacement

3) On suppose que le plan euclidien est orienté et soient D et D’ deux droites
concourantes en un point O. Si M est un point équidistant aux deux droites alors, si on
note H et H’ les projections orthogonales de M respectivement sur D et D’, les triangles
OHM et OH’M sont égaux.

Il existe une isométrie unique f transformant OHM en OH’M. Comme f(O)=0 et
f(M)=M, la droite (OM), est une droite de points fixes et f est une symétrie d’axe (OM)

VaN VaN
et (HOM) =- (H'OM) mod [2x].
Ainsi, M est sur une bissectrice des droites D et D’.
Réciproquement, si M est sur une bissectrice et si H et H> sont les projections
orthogonales de M respectivement sur D et D’, les triangles OHM et OH’M sont égaux

et IHMIl = IIH' M.
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Exercice 6

a) Si A, B, C étaient alignés, alors on aurait, par exemple AB=aAC = -ACet BC=-
2AC ce qui est 1mposs1ble Donc (A, B C) est un repere affine R de E.

b) De la relation IBC I = IAB I +IAC IP 2(AB /AC) on déduit que (AB/AC) =

1/2IAC I? . On a de méme (BA /BC) = -112IAC IP = (CA /CB).
Si f est une application affine de E qui conserve le triangle ABC, alors si M est un point

de E, AM =aAB+b AC et f(A)f(M)= af(A)f(B)+ bf(A)(C).

IE(AFM)IP=a IF(A)E(B) I +b2 £ A)YF(C)IP -2ab(£( A)E(B) /f(A)F(C)) = IAMIP
Ainsi, f est une isométrie.

On notera que ’isobarycentre O est un point fixe de f. L’application f est déterminée

par les images du repere R. Il y a 6 permutations des points A, B, C et par conséquent 6
isométries : f;=[ABC] = Id, {,=[ACB], f;=[BAC], {,=[BCA], {;=[CAB], {,=[CBA] .

La table de multiplication de HABC pour la loi o est :

f, f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f, f, f,

C’est un sous groupe non commutatif puisque f, o fg # f; o ;.
HABC n’est pas un sous groupe distingué de ’ensemble des isométries de E , par

exemple si g est la symétrie orthogonale autour de (AB) et si f, est la symétrie autour
de (OA) , g’ of, 0g ne conserve pas le triangle.

c¢) Les matrices représentant les isométries de HABC dans le repere R sont :

[1 0 0] [1 0 0] [0 1 0]
=0 1 o] f,=]0 o 1| f,=[1 0 O
[01J [ 1 0] 0 0 1]

)
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f, est I'application identique, f, est la symétrie autour de la droite (OA), f; est la
symétrie autour de la droite (OC), f, est la rotation de centre O et d’angle 2m/3, f; est la
rotation de centre O et d’angle 4m/3, f est la symétrie autour de la droite (OB).

d) A’, B’, C’ sont trois points non alignés de E, ils constituent un repere affine R’ et par
conséquent, il existe une application affine bijective unique ¢ transformant le repere R’
en le repere R.

Si on note HA’B’C’ 1’ensemble des applications affines qui conservent le triangle
A’B’C’, il est clair que ’on a la relation HA’B’C’= ¢t oHABCo ¢

Ainsi le nombre d’éléments de HA’B’C’ est 6 -

On pouvait démontrer directement ce résultat en raisonnant de la méme facon qu’en b)
c’est a dire en utilisant les permutations des points A’,B’,C’.

e) Application :
5 1 3] [9 -1 -6]

La matrice Mr(R)=2:|5 9 3|= Mp(¢) =P, et P1=2|-5 5 0].Le point A’
o o 4] [0 0 10]

est au milieu de AB, B’ est sur la droite (AB) et sur la droite (A’C) donc le triangle
A’B’C’ est rectangle en A’.

Les matrices représentant les applications affines conservant les points A’B’C’ dans le
repere R sont obtenues a partir de la relation HAB’C’= ¢- oHABCo¢.
Ainsi les 6 matrices sont :

10 0] [3 =9 I] 2 0]
g =10 1 0] g,=5[-5 -1 1] g=|0 -1 0]

lo o 1] l[10 18 6] o o 1]

-7 -11 3] [3 15 1] -7 -3 3]
go=3l5 1 -1l g=51-5 -9 1] g=5I5 9 -1
10 18 6] llo 2 6] 10 2 6]

La matrice tMM —é [1 /i/_ 1{&’;

sa trace aussi. Par conséquent ses valeurs propres sont positives et f est un produit

scalaire.
-~ 3. — V3o

2 -
A'B = ZAB A'c'——e2 et B'C= ——AB+—e2
5 3 5

J , elle est symétrique, son déterminant est positif,

(A'B/A'B )=[2/50] tMM t [2/5 0] =1
(A'C'/A'CHp=[0 V3 /5] tMM t[0 V3 /5] =1
(B'C/B' C)e=[-2/3 V3/5]tMM t[-2/3 V3 /5] =
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Ainsi, dans cette nouvelle structure euclidienne, A’B’C’ est un triangle équilatéral .

On constate dans cet exemple la distinction entre structure affine et structure
euclidienne, en fait un triangle (un repere affine) étant donné, on peut choisir la
structure euclidienne de facon que le triangle soit ce que I’on veut ; isocele, rectangle,
équilatéral .
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