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Chapitre IX- LES QUADRIQUES AFFINES

Si X est un espace affine de dimension finie et si un repére cartésien est donné, les
hyperplans de X correspondent aux fonctions polynomes du premier degré par rapport
aux coordonnées.

Que peut-on dire des fonctions polynomes du second degré ? Le but de ce chapitre est
de répondre a cette question.

1) Les formes 2-affines.

Soient (X, 5() un espace affine sur € etR = (O, €,,¢,,....., €, ) un repere cartésien de
X. Un point m de X, de coordonnées (m,, m,,........ ,m,) dans le repere R, est représenté
par la matrice unicolonne M =t 1 m, m,,........ m,].

Une forme 2-affine o est une application qui a un point m de X associe le réel défini
par :

i=n j=n i=n
o(m) = E Eaijmimj +2Ebimi +C
i=1 =1 =1
aveca =a et les a,, non tous nuls.

On constate que o apparait comme une fonction polynomiale du second degré par
rapport aux coordonnées. A une telle fonction, on associe toujours les matrices
symétriques A et B ci-dessous, de facon que :

o(m) = tIMBM.
¢ b, by by .. b,
a a bl a]’l al’z .. .. a]’n
] ] . .o ]
’ o1 B = b2 32,1 e e .. azﬁn
A: alJ
ap ap, b, NP a, .

La matrice A est symétrique, elle représente la matrice d'une forme quadratique q non
identiquement nulle de X sur la base e. On notera que si on vectorialise X en un point
O, une forme 2-affine est la donnée d'une forme quadratique qui ne s'annule pas sur X.

2) Les quadriques affines de X.

Si o est une forme 2-affine sur X, définie sur un repere cartésien R = (O, €,,¢€,,....., €

n

), on appelle quadrique, I'ensemble des points o 1({0}), clest a dire avec les notations
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précédentes l'ensemble des points m de X, tels que o(m) = tMBM = 0 ( m est

représenté par la matrice unicolonne 11, my,mo,........ mp] = M.)

On peut faire trois remarques :

a) 0~ 1(0) peut étre vide ( penser au cas n>2 et mj2+mp2 +1=0 ).

b) 071(0) est indépendant du repere.

En effet, si B'est la matrice représentant ¢ sur un repére R' alors B' = (PBP avec P
matrice de changement de repere donc inversible.

¢) Des fonctions proportionnelles donnent le méme ensemble.
Sio=to' avec tréel, alors 01({0}) = o-1({0}).

Définition: Si o est une forme 2-affine sur X , on dit que I'équation o(m) = 0 définit
une quadrique affine de X. L'ensemble o-1(0) est la quadrique définie par o.

3) Simplification de I'équation.

Cette simplification est une conséquence classique de l'existence de bases orthogonales
pour les formes quadratiques.

Si o est une forme 2-affine sur X représentée par les matrices A et B sur le repere R,
alors il existe une base €' orthogonale pour la forme quadratique q représentée par la

matrice A. On envisage deux cas:

a) Si A est inversible, g est non dégénérée, on dit que la quadrique est a centre.

On peut choisir un repere R' = (0’,¢',,¢',,...,€',) de telle facon que la représentation
de o dans ce repere est:

i=n
o'(m)= Eaim' 24!
i=1

La matrice de changement de repere est de la forme :

1 0 .. 0
Q q?.,1 - - q2 ,'I.1+1
dn+1,1 - - dn+1,n+1

avec QAQ matrice diagonale.

La premiere colonne correspondant au changement d'origine. On rappelle que Q peut
étre choisie orthogonale et dans ce cas, €' est aussi une base orthonormée. Dans ce cas
aj est la valeur propre associée au vecteur propre €'j.
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On rappelle que si (s, t) est la signature de q, alors 'QAQ posséde s termes positifs et t
termes négatifs sur la diagonale.

Cette transformation s'appelle la recherche des axes et centres de symétrie de la
quadrique.

b) Si A n'est pas inversible, q est dégénérée, on dit que la quadrique n'est pas a
centre.

Dans ce cas la signature (s, t ) de q vérifie s+t < n . On note k = n-s-t la dimension du
noyau.

On peut choisir un repere R' =(0,¢',,¢',,...,¢',) de telle facon que la représentation de
o dans ce repere soit :

i=n-k i=n
] 12 1 |
0'(m)= am; + am; +¢C
=1 i=n-k+1

Exemple:

On se place en dimension 2, on note x et y les coordonnées d’un point dans un repere
cartésien orthonormé R= (0,1, j) et on étudie les coniques définies par leurs équations
notées (E).

a) 2x° +2y°+2xy+4x-2y-6 = 0 (E)

-6 2 -I]
B=12 2 1]

-1 1 2] [ 2

* A a deux valeurs propres 1 et 3, sa signature est (2,0), il s’agit d’'une conique a
centre.

1 e ~ 1 e s
* Une base de vecteurs propres orthonormée est f( ) etf(l +1),

* recherche du centre de symétrie :

On cherche a et § tels que si 'on pose x = X+ a ety = Y+f3, I’équation en X et Y n’a
pas de termes du premier degré. On trouve o = -5/3 et 3 = 4/3 et ainsi la constante
devient -32/3.

* le centre de symétrie et la base orthonormée de vecteurs propres donne un repere
orthonormé, la matrice de changement de repere est donc:

1 0 0
|-5/3 1/2  1/42]
[4/3 -1/ 1/42]
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/ T

N

Dans le nouveau repére I’équation de la conique est X*+3Y” - 32/3 =0, c’est I’équation
d’une ellipse.

b) X’ +y*+2xy+2x-2y+2 = 0 (E)

1 -1
1 1

1 1] A= L }

1 1]

[2
B=11
-1

* A a deux valeurs propres, O et 2, sa signature est (1,0), il s’agit d’une conique
dégénérée.

1 - - T =
* une base de vecteurs propres orthonormée est f( -7 etf(l + ).

* recherche d’un point appartenant a I’axe de symétrie :

On pose x = X+a ety = Y+f3, I’équation en X et Y devient:

X +Y 42X Y+(2042B42)X+(2 ot 42B-2) Y+ 0 46 +20f+20-2p+2 = 0
(X+Y+0+f) +2(X-Y)+20-2p+2=0

si on choisit a=1 et f=-1, le point est sur I’axe de symétrie et la constante est 6.

* le point choisi et la base orthonormée de vecteurs propres donne un repere
orthonormé, la matrice de changement de repere est donc:
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o 0 ]
|1 1/42 1/42]
-1 -1/42 1/42]

On fait le changement de reperes :

m 1 1121 -] [1 0 0
0 1/42 =1/2]x|1 1 1]|x|1 1/42 =1/42].
0 1/¥2 12 |- 1] -1 12 142

On obtient la matrice :

[6 2 0]
2 0 ol
[0 0 2

Dans le nouveau repere I’équation de la conique est 2Y*+2V2X+6 =0, c’est 1’équation
d’une parabole.

Remarque:

Contrairement au cadre vectoriel, | ’inverse d’une matrice de changement de reperes
cartésiens orthonormé n’est pas €gale a sa matrice transposée. La différence vient du
fait que la premicre colonne de la matrice de changement de reperes est I’image de
’origine dans le repere.

Plus précisément, si R' = (0,¢',,¢',,...¢' ) et R=(0,¢,,¢,,....., €, ), alors :

] ]

Géométrie euclidienne Chapitre IX




Mi(R")=

_\_

A

X=M,(O")
Avec la relation Y=-"AX.

Mg(R")=

4) Etude des quadriques en dimension 2 et 3

A) X est le plan affine euclidien :

Dans ce cas les quadriques sont appelées coniques.
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‘A

_\_

Y:MR‘(O)

Le tableau ci-dessous donne les différents types de coniques possibles en fonction de
det(A) et de det(B) et de la signature de la forme quadratique. Ce tableau permet de
caractériser presque tous les types de coniques.

L'équation réduite est obtenue a partir d'un changement de repére orthogonal mais non

orthonormé.

Il faut noter que si le changement de repére était orthonormé, les valeurs propres
de la matrice A apparaitraient devant les termes carrés.

Signature | Rang de B detA detB Equation Représentation
réduite

10 1 0 0 x2=0 une droite double

1,1 2 <0 0 x2-y2=0 2 droites doubles

2,0 2 >0 0 xz+y2 =0 un point

0,1 2 0 0 y2=+ vide

1,0 2=+1 2 droites
paralleles
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0,2 3 >0 0 -x2-y2=+1| _vide ou ellipse
1,1 3 <0 #z 0 x2-y2 =1 hyperbole
2,0 3 >0 z 0 x2 +y2=%1 vide ou ellipse
10 3 0 %0 x2=y parabole

Remarques :

1) En choisissant convenablement un repere, une ellipse a l'air d'un cercle et une
hyperbole a I'air d'une hyperbole équilatére mais aucun changement de repere ne pourra
transformer une ellipse en hyperbole.

2) Les coniques sont connues depuis longtemps, Appolonius (2 siecles avant J.C.) aurait

démontré que les sections planes d'un cone de révolution étaient des coniques (d'ou leur
noms).

Forme des trois types de coniques non vides:

La représentation graphique des trois types de coniques non vide est la suivante :

Hyperbole

Ellipse

-
N

Parabole

S\JJ kol
+
St
L

\U

x*=2py A

B) X est I'espace affine euclidien de dimension 3.

Nous nous bornons ici a indiquer les types de quadriques non vides et non dégénérées,
'équation réduite est exprimée sur un repere orthogonal non normé.

Signature Equation réduite représentation
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(2,1) x2 +y2-72=1 Hyperboloide une nappe
(1,2) x2 -y2-72=1 Hyperboloide deux nappe
(3,0) x2 +y2472=1 Ellipsoide

(2,0) x2+y2=7z Paraboloide elliptique
(1,1) x2 -y2=z Paraboloide hyperbolique

L'étude des sections des images par des plans paralleles aux plans de coordonnées
explique leur nom.

Par exemple, pour l'avant dernier, la trace du paraboloide elliptique sur un plan
d’équation z= c >0 est une ellipse x2+y2 = c et sa trace sur un plan d’équation x= a est
une parabole y2 = z-a2.

Cylindres et cones .

Soient P un plan affine de I’espace affine euclidien X et (I') une conique non vide
définie dans P.

On considére un vecteur u n’appartenant pas a P etun point A n’appartenant pas a P.
On appelle eylindre de direction u et de base (I') I’'union des droites ayant pour vecteur
directeur u et passant par un point de (T).

On appelle cone de sommet A et de base (I') 'union des droites passant par A et par un
point de (T').

On peut noter que les conditions u n’appartient pas a P et A n’appartient pas a P
permettent d’affirmer que les droites ainsi définies ne sont pas dan le plan P.

* Les cones et les cylindres sont des quadriques affines.

On choisit un repere cartésien orthonormé R = ( O, f,},i) de I’espace X tel que ( O,
i,]) étant un repere cartésien du plan P.
Dans R, une équation du plan est z =0, une équation de la conique est o(x, y)=0 etz =

0, u est de coordonnées (u,, u,, u,;) et A de coordonnées (a,, a,, a;) (avec la condition u,
#z0eta,z0).

Une équation du cylindre de direction u et de base (I') est o(x —hz, y - u—zz) =0,
us U
équation d’une quadrique affine.

o N Xa, -4,z ya, —a,z
Une équation du coéne de sommet A et de base (I') est o(——— LaTmEy ),
a,-z  a,-z

équation d’une quadrique affine.

* Exemple.
On suppose que P est d’équation x+y+z=1, que (') est la conique d’équation x*+y*=1 et
x+y+z=1,u(1,1,0)et A (1,1, 1).

** Equation du cylindre : Si M(x, y, z) est un point du cylindre, la droite passant

par M et de direction u, coupe (I') en M’(x’, y’, z’) et MM =Au. Ainsi on a les
relations: X’-x = A =y’-y ,z’ =z et en sommant 1-(x+y+z) = 2A.
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Ainsi, X = x+ A = (Xx-y-z+1)/2 , y'= (-x+y-z+1)/2 et une équation du cylindre est (x-y-
z+1)*+ (-x+y-z+1)* = 4, soit (x-y)*+(z-1)*= 2.

** Equation du cone : Si M(X, y, z) est un point du cOne, la droite passant par M

et par A coupe (I') en M'(x’, y’, 2’) et MM =\LAM' . Ainsi on a les relations: x’-x
= Mx-1),y"-y = My'-1), 27~z = Mz-1), et 1-(x+y+2)= -2\
Xx-A _ l+x-y-z = l-x+y-z

Ainsi, X’ = = ,y'= et une équation du cone est (x-y-
1-A 3-x-y-z 3-x-y-z

z+1)°+ (x+y-z+1)* = (3-x-y-z)°.
Directions asymptotiques:

Les directions asymptotiques d'une quadrique d'équation sont les droites vectorielles
engendrées par des vecteurs u tels que q(u)=0. Pour n=3, I’ellipsoide est la seule
quadrique sans direction asymptotique. Les directions asymptotique de 1'un quelconque
des hyperboloides forment un cone.

Géométrie euclidienne Chapitre IX



PRINCIPALES QUADRIQUES EN DIMENSION TROIS

156

Hyperboloide a deux nappes

Pa}'abolo'l'de

Ellipsoide

a0 85
0.z 0.25 o
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Exercices du chapitre IX

Exercice 1

Dans un repere orthonormé (O,f,j) du plan affine euclidien on considere la droite
variable (D) d’équation cartésienne :

m2y +2mx +2a =0
ou a est une constante réelle non nulle et m un parameétre non nul.

a) Discuter le nombre de droites passant par un point A du plan. Décrire I’ensemble des
points A par lesquels passent deux droites confondues.

b) Décrire I’ensemble des points A par lesquels passent deux droites perpendiculaires.

Exercice 2
Soit R =(O, i, ] ) un repere orthonormé d'un plan affine euclidien X .

1) Dans ce repere, on définit la famille des courbes C,,, dépendant du parametre réel
m, par leur équation :
(Cp) 2mx*—8mx-(m-1)y*+12m-2 = 0.

a) Discuter, suivant les valeurs de m, la nature de la courbe C,.
b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles Cp, est:

1) un cercle (d’ équation x> + y2= A2).
i1) une hyperbole équilatere (équation X2 - y2= + A7),

2) Déterminer une équation réduite de la courbe définie dans R par :

X2+ y2+4xy—6x+6y+9 = 0.
Exercice 3
On donne n droites dans le plan affine euclidien. Montrer que I’ensemble des points
dont la somme des carrés des distances a ces droites est constante est en général une
ellipse. (penser aux formes définies positives)
Un repere orthonormé étant choisi, quel est I’ensemble des points dont la somme des
carrés des distances aux trois droites d’équation ci-dessous est constante:

y=X, y=-xety=1

On discutera suivant les valeurs de la constante.

Exercice 4
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Dans l'espace affine euclidien de dimension 3 , rapporté a un repere cartésien
orthonormé R = (O, 1, j, k ) on considere le cone (C) d'équation:

X2+y2:Z2

a) Que représente l'intersection de (C) avec le plan d'équation x+y+z =1 ?
b) Que représente l'intersection de (C) avec le plan d'équation x+y =1 ?
¢)Que représente 1'intersection de (C) avec le plan d'équation y+z =1 ?
d)Que représente l'intersection de (C) avec le plan d'équation y+2z =1?

Exercice 5

Dans l'espace affine euclidien de dimension 3 , rapporté a un repere cartésien
orthonormé R = (O,f, j]:, k ) on considere les quadriques d’équation :
x2+ 6y2-8zx-4xy+2x+4y-14z-3=0
2x2+ y2+72-8zy-4xy+2y-27+1 =0 .
x2+ 3y2+4372-2z2y-2xz-2xy-a=0 .
x2+ 2azy-2bx=0 .
Quelle est la nature de ces quadriques ?

Exercice 6

Soit E un espace affine euclidien de dimension n, et R un repere affine. Ecrire
I’équation générale d’une quadrique dans ce repere, appelée équation barycentrique de
la quadrique.

a) On se place dans le plan affine et on considere le repere affine R = (A, B, C).
Montrer que 1’équation barycentrique d’une conique passant par les trois points du
repere est de la forme :
ayz+bxz+gxy=0
b) On se place dans I’espace affine et on considere le repere affine R = (A, B, C,
D) .Montrer que I’équation barycentrique d’une quadrique passant par les quatre points
du repere est de la forme :
axt+byt+czt+dyz+exz+fxy=0
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Solutions des exercices du chapitre IX
Exercice 1

a) On peut remarquer que puisque a # 0, ’origine O du repere n’est sur aucune droite de
la famille. Soit A un point distinct de O, de coordonnées (x, y) dans le repere. Si (D,,)
est une droite passant par A, alors m’y+2mx +2a = 0, équation du second degré en m
dont 0 n’est pas racine.

* Si x*-2ay < 0, I’équation n’a pas de racine, il n’y a pas de droite passant par A.
* Si x*-2ay > 0, et y # 0 ’équation n’a pas de racine, il y a deux droites passant par A
2
(m = X * ‘/x 2ay ),
y
* Si x*-2ay >0, et y =0 il y a une droite passant par A (m = -a/x).
* Si x*-2ay = 0, I’équation a une racine double, il y a une droite (double)passant par A
(m=-x/y). L’ensemble des points A ou passent deux droites confondues est I’ensemble
des points de la parabole d’équation x*= 2ay privée du point O.

b) Si A(x, y) est un point ou passent deux droites perpendiculaires, alors x*-2ay > 0, et y
# 0 et si m, et m, sont les valeurs de m correspondant a ces droites, il faut et il suffit que
m,m,+4 = 0 soit 2a/y=-4 (On notera que cette droite est la directrice de la parabole).

pas de droite

y

Parabole

O X
deux droites
-al2 y=-a/2
Exercice 2
1) a)On cherche I’équation réduite de la conique en utilisant la méthode de Gauss :

2mx’-8mx—(m-1) y*+12m—2 = 2m(x-2)*-(m-1)y*+4m-2 = 0.
Ainsi, on peut représenter les résultats sous la forme du tableau ci-dessous :

m -00 0 1/2 1 +0

(1-2m)/m - + - -

(1-2m)/(m-1) - - + -
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forme | hyperbole | ellipse | vide | hyperbole

Si m=0 on a deux droites, y:i\/i
Si m=1 alors on a (x-2)’=-1, c’est I’ensemble vide.
Si m=1/2 alors un point, x=2 et y=0.

b) i) On a un cercle si et seulement si O<m<1/2 et (1-2m)/m=2(1-2m)/(1-m) soit
m=1/3 (x*+y’=1).

i1)On a une hyperbole équilatere si et seulement si m<0 ou m>1 et (1-2m)/m=-
2(1-2m)/(1-m) soit m=-1 (-x’*+y’=3).

2) Equation réduite de la courbe définie dans R par : x*+y*+4xy—6x+6y+9 =0 .
Ona:

[9 -3 3] o2
B=[3 1 2] A=
|3 2 1] 2 1]

* A a deux valeurs propres, -1 et 3, sa signature est (1,1), il s’agit d’une conique a
centre.

1 - - 1 - =
* Une base de vecteur propres orthonormée est f(i -1 etﬁ(i +]).

* Recherche du centre de symétrie:

On cherche a et P tels que si I’on pose x=X+a et y=Y+f3, I’équation en X et Y
n’a pas de termes du premier degré. On trouve o = -3 et § = 3 et ainsi la constante
devient 27.

* le centre de symétrie et la base orthonormée de vecteurs propres donnent un repere
orthonormé, la matrice de changement de repere est donc:

[1 0o ol
1 1
|3 = ﬁl
BES
L2 2

Dans le nouveau repére 1’équation de la conique est -X*+3Y*+27=0, c’est
I’équation d’une hyperbole
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Exercice 3

On considere un repere cartésien orthonormé R et par conséquent on peut représenter
les droites par n équations :

ax+b,y+c=0; aveci=l1,...,n.
On note K la constante et si un point M de coordonnées (x, y) dans le repere est dans
I’ensemble, alors :

E v(@@x+by +c, )

~ a + b + c

(On notera que le dénominateur n’est pas nul, sinon les coefficients seraient tous nuls et
on n’aurait pas une équation de droite )

On est par conséquent ramené a 1’étude d’une forme 2-affine dans le plan.

Si on développe les carrés, on obtient pour partle quadratique:

i=n 2 i=n

2 2 2 2 .2 2
“a +b +c -1ai+b +c; a+b +c

1=

comme les a; et les b; ne sont pas tous nuls, on peut supposer par exemple qu’il existe un
a; non nul. et ainsi, en utilisant la méthode de Gauss on obtient:

ab, b; - ( ab)
Sty ity 272
=l ;af Ea

D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz, la quantité Eafz bi2 —(Eaibi )’ est positive
i=1 i=1 i=1

ou nulle et est nulle si et seulement si il existe ) tel que pour touti a, =m b, ( dans ce cas
les droites sont paralleles).

Ainsi dans le cas général la partie quadratique est définie positive et I’ensemble est soit
vide soit une ellipse.
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Application : Compte tenu des équations des droites, on obtient :
(y-X)*+(y+x)*+(y-1)*=K et 2x*+3y*-2y+1=K

Ainsi 1’équation réduite est 2x*+3(y-1/3)*= K-2/3 et I’ensemble est une ellipse si K>2/3,

une ellipse réduite a un point si K=2/3 et vide sinon.

Exercice 4

Pour connaitre I’équation de I’intersection du cdne avec un plan, il faut faire un
changement de repere de facon que le nouveau repere soit composé d’un repere du plan
et que I’équation de celui-ci soit de la forme Z = 0.

a) Un repere cartésien non orthonormé du plan d'équation x+y+z=1 est par exemple
(A, u,v) avec A de coordonnées ( 1,0,0 ) dans le repere R, u de coordonnées (1, -1, 0)
et v de coordonnées (0, 1, -1). Soit donc le nouveau repére R’= (A, u, v, E) et si m est
un point de I’espace, on représente le point m par les matrices unicolonnes :
Mg(m) ={[1 x y z] et que My (m) =l[1 X Y Z]
La formule de changement de reperes donne les relations entre les coordonnées.
o0 0 0] (17 [

x=1+X
1 0 o |X| |x| X+Y
tainsiJy =-X+

o -1 1 ol Iy| Iyl
z=-Y+7Z

lyl
o o 1] z] |
Dans le repere R’, I’équation du plan est Z=0,
2XY+2X=-1.

L’équation de I’intersection dans le repére du plan est donc 2X>2XY+2X=-1 .

La signature de la forme quadratique associée est (1, 1), la constante est non nulle et par
conséquent dans le plan I’intersection est une hyperbole.

I’équation du cone est 2X>-Z*+2YZ-

b) Un repere cartésien non orthonormé du plan d'équation x+y =1 est par exemple (A,
u, V) avec A de coordonnées ( 1,0, 0 ) dans le repere R, u de coordonnées (1, -1, 0) et
v de coordonnées (0, 1, 1). Soit donc le nouveau repére R’= (A, k, u, V) et si m est un
point de I’espace, on représente le point m par les matrices unicolonnes :

Mg(m) ={[1 x y z] et que M. (m) =l[1 X Y Z]
La formule de changement de reperes donne les relations entre les coordonnées.

[t 0 0 07 717 11

=1+Y
o 1ol x| x| | FT
|O 0 -1 1|x|Y|=|y|etaln51 y=-Y +7

z2=X+7Z

o 1 o 1] |z| |7
Dans le repere R’, ’équation de I’intersection dans le repére du plan est donc 2Y>-
XP4+2Y=-1.
La signature de la forme quadratique associée est (1, 1), la constante est non nulle et par
conséquent dans le plan I’intersection est une hyperbole.
¢) Un repere cartésien non orthonormé du plan d'équation y+ z =1 est par exemple (A,
u, V) avec A de coordonnées ( 0, 1,0 ) dans le repére R, u de coordonnées (1,0,0) et v

de coordonnées (0, 1, -1). Soit donc le nouveau repére R’= (A, u, v, k) et si m est un
point de I’espace, on représente le point m par les matrices unicolonnes :
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Mg(m) ={[1 x y z] et que Mg (m) =l{1 X Y Z]
La formule de changement de reperes donne les relations entre les coordonnées.
10 0 0] 117 [N

=0+X
o 1 o of x| |x|  |*TV7
|1 0 1 O|x|Y|=|y|eta1n51 y=1+Y

z=-Y +7

o o -1 1] 2] |

Dans le repere R’, I’équation de D’intersection dans le repere du plan est donc
X*+2Y+1=0 , équation d’une parabole..
d) Un repere cartésien non orthonormé du plan d'équation y+ 2z =1 est par exemple
(A,
u, V) avec A de coordonnées ( 0, -1, 1) dans le repére R, u de coordonnées (1,0, 0) et
v de coordonnées (0, 2, -1). Soit donc le nouveau repére R’= (A, u, v, E) et si m est un
point de I’espace, on représente le point m par les matrices unicolonnes :
Mg(m) ={[1 x y z] et que My (m) =l[1 X Y Z]

La formule de changement de reperes donne les relations entre les coordonnées.

[t 0 007 17 11

=0+X
[0 1 0 of IX] |x] |77
-1 0 2 O|x|Y|=|y|etaln51 y=-1+2Y
z=-Y+7Z

IR

Dans le repere R’, I’équation de I’intersection dans le repére du plan est donc X*+3Y>-
4Y+1 =0 = X*+3(Y-2/3)*-4/3 , équation d’une ellipse.

Exercice 5

On utilise la méthode de Gauss pour obtenir un repere (non orthonormé) sur lequel la

quadrique est sous forme réduite. On note R = (O,f, j]:, K ) le repere cartésien

orthonormé sur lequel on a représenté les quadriques;

a) X*+ 6y>-8zx-4xy+2x+4y-14z-3 = (x-2y-4z+1)*+2y*+8y-16yz-162’-62-4 =
(X-2y-4z+1)*+2(y-4z+2)* -4872°+262-12 = (x-2y-4z+1)*+2(y-4z+2)* -48(z-13/48)* -

407/48 = 0.

Ainsi la signature est (2, 1) et la quadrique est un hyperboloide a une nappe.

On cherche un nouveau repere R’ tel que, si m est un point de 1’espace, on représente le

point m par les matrices unicolonne Mg(m) =t[1 x y z] et M. (m) =t{1 X Y Z] ainsi ,
sur R’, la quadrique s’écrit X>+2Y>-487°=407/48.

On obtient la matrice de changement de reperes Mg. (R) a partir de la relation :
[1 0 0 07 1171 1
| 1 1 =2 4| |x| |X]
X =
2 0 1 «4l"lyl Iyl

s 0 0 1] [ |2]

Noter que si ’on veut Mg (R’), on inverse la matrice ci-dessus.

b) 2x°+ y+7°-8zy-4xy+2y-2z+1= 2(x-y)-y>-8yz+2y-2z+1=2(x-y)* - (y +4z-1)’+172>-
10z4+2
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= 2(x-y)’- (y +4z-1)’+17(z-5/17)* +9/17 = 0.
Ainsi la signature est (1, 2) et I’équation réduite est -2X*+Y>-17Z* =9/17, la quadrique
est un hyperboloide a deux nappes.

o)X’ + 3y*+37°-2zy-2xz-2xy-a = (x-y-z)’+2(y-z)*>-a = 0 , signature (2, 0) ou (0, 2)
équation réduite X’+2Y* = a.

* Sia> 0 on obtient un cylindre.

* Sia=0 on obtient une droite, intersection de deux plans.

* Si1 a<0 on obtient 1’ensemble vide.
Si on veut préciser, il faut trouver un repere orthonormé. On recherche une base
orthonormée de vecteurs propres de la matrice :

[1 -1 -1]
|-1 3 -=1], les valeurs propres sont O, 3, 4 et sur la base de vecteurs propres
-1 -1 3]
orthonormée ( 716-(2; +j+Kk), 715(; -j-%), - (j —k)) I'équation réduite est 3Y*+4Z> =
a.

*Sia>0,on aun cylindre de base une ellipse et de direction la droite passant
par O et de vecteur directeur le premier vecteur de la base.

*Sia=0,on aladroite, direction du cylindre.
* Si a<0 ’ensemble vide.

d) x*+ 2azy-2bx= (x-b)*+2ayz-b’ = (x-b)*+a/2(y+2z)*- a/2(y-z)*-b*= 0.
*Sib#0eta=#0 lasignature est (2, 1) on a un hyperboloide a une nappe.
*Sib#0eta=0lasignature est (1,0) on a deux plans paralleles x=0, x=2b.
*Sib=0eta=0 lasignature est (2, 1) on a un cone passant par 1’origine.
*Sib=0eta=0 la signature est (1,0) on a le plan x=0.

Exercice 6
Soit E un espace affine euclidien de dimension n, et R = ( a,, a,, ...., a,) un repere affine
de EetR =(a,,a,a,,a,a,,.....,a,, ) le repere cartésien associé.

Si o est une forme 2-affine, on note My(0) la matrice représentant o dans le repere R et
Mg(0) la matrice représentant o dans le repere R.

On a les relations de changement de reperes habituelles, soit :

Mg(0)= t Mg(R) My(0) Mi(R)

Mi(R) est la matrice qui a des 1 sur la premiere ligne et la diagonale et des O ailleurs.
On obtient My(0) a partir de My(0) en additionnant les lignes a la premiere ligne et les
colonnes a la premiere colonne.

a) On se place dans le plan affine et considere le repere affine R = (A, B, C) et le repere

cartésien R = (A, AB, AC).

Si m est un point du plan, ses coordonnées barycentriques(resp. cartésiennes ) sont

notées (X, y, z) (resp. (Y, Z2)).

Si o est une conique, son équation sur R est aY’+bZ’+gYZ+dY+eZ+f =0 . Si elle passe

par les trois points du repere alors =0, a+d=0 et b+e = 0, et I’équation devient :
a(Y>-Y)+b(Z*-Z)+gYZ = 0.
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Comme I’on a les relations y =Y, z =Z et x+y+z=1, on obtient Y>-Y = Y(Y-1)= -
Y (x+2)=-yx-yz et de méme, Z>-Z = Z(Z-1)= -Z(X+y)=-ZX-yZ .
Ainsi I’équation est : a(yx+yz)+b(zx+zy)-gyz = 0 = (a+b-g)yz+bxz+axy = 0.

b) Dans I’espace affine le repere affine est R = (A, B, C, D) et le repere cartésien est R

= (A, AB,AC,AD). Si m est un point de I’espace, ses coordonnées
barycentriques(resp. cartésiennes ) sont notées (t, X, y, z) (resp. (X, Y, Z)).
Si o est une conique, son équation sur R est :

aX’+b Y +cZ*+dX Y +eXZAHYZ+gX+hY+iZ+j =0 .
Si elle passe par les quatre points du repere alors j=0, a+g=0 ,b+h =0 et c+i=0 .
L’équation devient :

a(X2-X)+b(Y2-Y)+c(Z>-Z)+ dXY+eXZ+YZ = 0.
Comme I’on a les relations x=X, y =Y, z =Z et t+x+y+z=1, on obtient XX = X(X-1)=-
X(t+y+z)=-xt-xy-xz , Y>-Y = Y(Y-1)= -Y(t+x+2)=-yt-yx-yz et de méme, Z*-Z = Z(Z-
)= -Z(t+x+y)=-7t-zX-yz .
Ainsi I’équation est : a(xt+xy+xz)+ b(yt+yx+yz)+c(zt+zx+zy)-exz-fyz-dyx = 0 =
axt+byt+czt +(a+b-d)xy+(a+c-e)xz+(b+c-g)yz .
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